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Uppgift 1

a) Eftersom antal observationer N = 6, sa ges minsta kvadrat-skattningarna
av

= Y, 5i/6 = 26.7008/6 = 4.450,
= So.(wi —2)yi/ > (i — ) = 10.9916/9.9995 = 1.099.

Q> QI)

b) Kovariansmatrisen ges av

Var(a, §) :"2< 1(/)6 1/zi(gi —z)? ) =’ < 0'1(?67 0.1?)00 ) (1)

c) Eftesom tva regressionsparametrar ingar i modellen, sa #r antal frihets-
grader for Residual lika med N —2 =6 — 2 = 4. Det ger en skattning

Kvs(Residual)  0.04757
4 4

= Mkvs(Residual) = = 0.001189,

av feltermsvariansen.

d) Lat o = log(1609) vara den logaritmerade 16pstrickan svarande mot en
engelsk mil. Vi borjar med att ange en punktskattning av p(zg). Den ges av

fi(zo) = &+ Blaog—7)
— 4450 + 1.099 - (log(1609) — 6.4017)
= 5.529.

For att bestdmma medelfelet for denna skattning s& noterar vi forst, med
hjalp av (1), att

Varli(zo)] = Varlg +fB(zo—2)]
= Var(a) + (300*»73)2 (5)
. ( + (10g(1609 6 )

0 2630 - 02.
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Det ger ett medelfel

d = £/ Var[fi(zo)] = v0.2630 - & = 0.0177,
och ett 95% konfidensintervall

ﬂ(x[)) + 10.025 (4)d

(5.529 — 2.776 - 0.0177, 5.529 + 2.776 - 0.0177)
= (5.480,5.578)
(2)

for p(xo), dér t-kvantilen tg g25(4) = \/Fo.05(1,4) = 2.776 kan fas ur tabell.
Eftersom t = exp(u(xo)) dr en monoton transformation av p(zg), sa far vi

slutligen ett konfidensintervall

(exp(5.4801),exp(5.5783)) = (239.9,264.6)
= (3 min 59.5 8,4 min 24.6 s),

for ¢, genom att applicera samma transformation pa intervallet (2). (Notera
att den undre griansen ar endast nagot hogre dn Lasses rekord pa 1500 m.
Det beror bland annat pa att antal observationer &r fa, och eftersom Lasse
ar nagot simre pa medeldistans underksattar modellen hans 16prekord pa en
engelsk mile. Observera dven att prediktionsintervallet for en engelsk mile
kommer att vara dnnu vidare.)

Uppgift 2

a) De fyra métningarna kan sammanfattas enligt

Y = a+pB1+ B2 +er,
Ys a— f1— B2+ e,
Y3 a+ P — B2 +es,
Yy = a—pB1+P2+eq.

Det svarar mot en multipel linjér regressionsmodell med designmatris

1 1 1
1 -1 -1
A= 1 1 -1
1 -1 1

b) Man ser att A har ortogonala kolumner, sa att

ATA = = 415.

S O =
O = O
- O O
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Det ger minsta kvadrat-skattningar

a
6 = | 61 | =(ATA)1ATY = 1ATY
52 (3)
(Y1 + Yz + Y3+ Yy) /4 0.15
= | Mi-Ya+Ys-Yy)/4 | =| 215
(Y1 =Yy — Y3+ Y3)/4 2.85

av de tre regressionsparametrarna.
¢) Eftersom Var(f) = 02(ATA)"! = 02I3/4, s foljer att skattningarna
av de tre parametrarna #r oberoende (och normalférdelade) med samma

varians )

Var(&) = Var(81) = Var(3s) = UZ'
Alternativt erhalls detta direkt fran (3).

d) For att skatta medelfelet for 31 (och de tvé andra skattningarna), s
bérjar vi med att skatta o2. Detta kriver i sin tur en skattning

1 1 1 5.15
0.15
. A 1 -1 -1 —4.85
pn=A0= _ 215 | =
1 1 1 235 0.55
1 -1 1 0.85

av vinteviardet p = FE(Y) for observationsvektorn Y. Eftersom vi bara har
4 — 3 =1 frihetsgrad for att skatta feltermernas varians, sa foljer att denna
skattning ges av residualkvadratsumman

62 = Kvs(Residual)
= i (Vi — jui)?
= (5.2 —5.15)% + (—4.8 — (—4.85))% + (—0.6 — (—0.55))? + (0.8 — 0.85)?
= 4-.0.05
= 0.01.

Med hjilp av c) och skattningen av o2 far vi ett medelfel

— . 52 5
d =/ Var(B) = ‘/UZ - % = 0.05.

Pa grund av normalférdelningsantagandet far vi slutligen ett konfidensin-
tervall

(B1 — to.o2s(1)d, B1 + toozs(1)d) = (2.15 —12.71-0.05,2.15 4 12.71 - 0.05)
= (1.52,2.79),
dir tp025(1) = /Foos(1,1) = 12.71 avlidses ur tabell. Notera att konfi-

densintervallet blir langt, eftersom man bara har en frihetsgrad for att skatta

o2,
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e) Om o dr kind sa géller att konfidensintervallen for 57 och [ dr Bl +
)\0_0250/2 respektive BQ + )\0.0250/2, dar Ago2s ar 97.5%-kvantilen for en
standard normalférdelning N (0, 1). I 16sningen av c¢) sag vi att 81 och 3 &r
oberoende skattningar. Det tva intervallet técker darfor éver 5y respektive
(B2 oberoende av varandra, sa att den simultana konfidensgraden for de tva
intervallen blir 0.952 = 0.9025. (Detta giller inte om o &r okiind, eftersom
de tva konfidensintervallen Bj + £0.025(1)d da innehaller samma medelfel d.)

Uppgift 3

a) Eftersom vi har en tvasidig variansanalys typ I med sampspel, bor varje
cell 4,5 ha en egen parameter F(Yjjz) = pi;j. Det ger totalt 3 x 5 = 15
parametrar, intercept och 14 regressionsparametrar (effektparametrar). I
den aktuella parametriseringen j;; = p + o; + 8; 4+ 7;; har vi 1 parame-
ter for den genomsnittliga kundtrivseln p hos alla foretag (inteceptet) och
23 regressionsparametrar (3 parametrar «; for foretagsstorlekens inverkan, 5
parametrar [3; for foretagsbranschens betydelse, och 3 x 5 = 15 samspelspa-
rametrar ;;). Saledes har vi 23 — 14 = 9 for manga regressionsparametrar.
Vi infor darfor 9 oberoende linjéra restriktioner pa dessa 23 parametrar,
namligen

ar+oax+az = 0,
Br+P2+PB3+Bs+ B = 0,
2?21%]’ = 0, ’izl,...,3,

> i
Notera att dven Z?:l ~v;5 = 0, men denna linjéra restriktion &r linjért bero-
ende av de som angivits ovan. De kvarvarande 14 regressionsparametrarna
svarar mot totalt 14 = (3 —1) + (5 — 1) + (3 — 1)(5 — 1) frihetsgrader for
variationskéllorna Storlek, Bransch och Samspel.
b) Antalet frihetsgrader for variationskéllan Samspel &r (3 —1)(5 —1) =8,
och for Inom celler dr antalet frihetsgrader 3 -5(2 — 1) = 15. For att testa
nollhypotesen att det inte finns ett samspel mellan foretagens storlek och
branschtillhorighet vad géller de anstéilldas trivsel, sa bildar vi darfor en

Mkvs(Samspel) ~ Kvs(Samspel)/8 ~ 24.8/8
Mkvs(Inom celler)  Kvs(Inom celler)/15  30.75/15

0, j=1,...,4.

F-kvot = = 1.51.

Da denna F-kvot inte 6verstiger troskelvéirdet Fpos(8,15) = 2.6, sa kan vi
inte pa signifikansnivan 5% forkasta nollhypotesen.

c¢) Eftersom sampspel inte var signifikant i b), sa inkluderar vi denna varia-
tionskélla bland residualerna, Det ger en kvadratsumma,

Kvs(Residual) = Kvs(Samspel) + Kvs(Inom celler) = 24.80+ 30.75 = 55.55,

med 8+15=23 frihetsgrader. Variationskéllan Storlek har 3 — 1 = 2 frihets-
grader. Det innebér att vi kan testa nollhypotesen att foretagens storlek inte
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paverkar de anstilldas trivsel, med en

F-kvot — Mkvs(Storlek)  Kvs(Storlek)/2  22.60/2

= = = = 4.68.
Mkvs(Residual)  Kvs(Residual)/23  55.55/23

Denna F-kvot dverstiger Fy o5(2,23) = 3.4, och saledes kan vi férkasta noll-
hypotesen pa nivan 5%.

Uppgift 4

a) En AR(2)-process &r stationdr om bada rotterna till den karakteristiska
ekvationen

x2—¢1$—¢2=0 (4)
ligger innanfor enhetscirkeln i det komplexa talplanet.

b) Vi utnyttjar ledningen for att ge ett uttryck for kovariansfunktionen
da k =1,2. Vi borjar med k = 1 och ser att

71 = Cov(X, Xiy1) = Cov(Xe, 91Xy + ¢2 X1 +€141)
= ¢1COV(Xt, Xt) + qbQCOV(Xt, thl) + COV(Xt, 8t+1) (5)
= ¢170 + P2m1-
Genom att 16sa (5) med avseeende pa 7 far vi
1 = ¢170/(1 — ¢2) <= p1 =71/7 = ¢1/(1 — $2). (6)
Vi fortsdtter med k = 2 och noterar att
v2 = Cov(X¢, Xit2) = Cov(Xy, o1 X1 + d2 Xt + 142)
= ¢171 + 270 = Y0(P1p1 + P2) (7)

= 0(01/(1 — ¢2) + ¢2),

dér vi i sista ledet utnyttjade (6). Division med 7 i bada leden av (7) leder
slutligen till

p2 =2/v = ¢1/(1 — ¢2) + ¢a.

¢) Om z; och zy &r de tva rotterna till den karakteristiska ekvationen (4)
sa kan vi skriva

(x —21)(x — 22) = 2* — 1 — g = 0.

Det innebér att z1xe = —¢@o. Eftersom |z1]| < 1 och |z2| < 1 maste gilla for
en stationdr AR(2)-process sa foljer att

| 6o = Ja1[Jea| <1-1=1.
Anta vidare att ¢o = —¢3/4. Da har (4) en dubbelrot
T =12 = ¢1/2.

I detta fall &r processen stationdr (|z1| < 1, |z2] < 1) om och endast m
1] < 2.
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Uppgift 5

a) Infor beteckningen PE; for prediktionsfelet av observation Y;. Vi har att

PE;, = Y- B(Tfi)wi
= (B%mi+ei) - By (8)
= & — By —B) i

b) Notera forst att eftersom E(B(_i)) = 3, sa foljer att E[(B(_i) -8z =
[E(B(—i) —B))Tx; = 0Tx; = 0, och déirmed

E(PE;) = E(e:) — E[(B(— — 8) 2] =0-0=0. (9)

AT
Eftersom ¢&; och B_; &r oberoende stokastiska variabler, f6ljer att &ven ¢;

och (,[:}(_i) — B)Tx; #r oberoende. Fran ekvationerna (8)-(9) far vi darfor att

E(PE?) = FE?(PE;)+ Var(PE))

0% + Var(e; — (B_y) — B) ;)

Var(e) + Var[(B( ) — 8) ]

o2 + Var(zgll(@(,i),j — Bj)xij) (10)
= o’ + Var(37L, B(=i.i%ij) R

o’ + > k=1 TijTikCov(B( ) j» B—i) k)

o + z; Cixz;,

dér ,C:I(_i) = (B(,im, e ,B(,i)m)T. Genom att sdtta in (8) i uttrycket for
CV, och sedan anvinda (10), far vi att

E(CV) = &Y E(PE)

L5V (0% + 2] Cixy) (11)
o’ + § Lis, @] Cis.

¢) Designmatrisen dr en N X m-matris som ges av

X:(.CC]‘Z‘;i:1,...,N,j:1,...,m):(2131,...,£IZN)T.

Vidare géller att A
C = Var(B) = s*(XTX)™ 1. (12)

d) Genom att anvénda ledningen, sa ersétter vi C; = Var(B(_i)) i(11) med
uttrycket for C' i (12) . Det ger

BE(CV) ~ o>+ 3N 2l Ca;

ol + & 2%1 el (XTX) ;]
= o*(1+ 3 iz hii)

= 1+ %),

(13)
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dar H = (hij)%-:l = X(XTX)"' X7 dr hattmatrisen. I sista ledet anviinde
vi ledningen, att summan av diagonalelementen i hattmatrisen &r Zi\il hi =
m.

e) Om B &r kind sa kan vi prediktera Y; med BT x;, sa att prediktionsfelet
for observation ¢ &r lika med dess felterm

PEZ = }/z — ,@Tmi = &;.

Det medfor att

1 1 &
E(CV) = NZE(&?) = NZU2 =o?

da B #r kind. Séledes kan vi tolka mo?/N som en bestraffningsterm som
anger hur mycket E(CV) okar for att vi maste skatta m parametrar i (3.



