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tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det giller dven att
2,5(1)~ 3.8

X0.05 -©

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt

16st uppgift ger 10 poéng. Foljande grénser géller for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

FEtt visst land har genomgatt en snabb ekonomisk utveckling. BNP-6kningen
i procent de senaste 9 aren framgar av foljande tabell:

Ar | BNP-6kning | Ar | BNP-6kning
2015 2.1 2020 4.6
2016 2.8 2021 4.5
2017 3.2 2022 4.9
2018 3.0 2023 5.5
2019 3.9

Forskare vid den statistiska centralbyran i landet ansétter en enkel linjér
regressionsmodell

Yi=a+p(x;—2)+¢e, i=1,...,9,

fér BNP-6kningen ar x;, dar €1,...,&9 ar oberoende och normalférdelade
feltermer med vintevirde 0 och varians o2, och & = 9_, x;/9 = 2019.
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Man é&r framfor allt intresserade av att uppskatta den arliga ckningstakten
6 av BNP-6kningen.

a) Beriikna minsta kvadratskattningen § av 8. (Ledning: Y9, (z; — Z)y; =
24.1, dar y; ar de observerade virdena av Y;, fran tabellen ovan.) (3 p)
b) Fran en variansanalystabell med variationskéllorna Regression och Resi-
dual, avldser man att Kvs(Total) = 10.12 och Kvs(Regression) = 9.68.
Bestdm hérrur en vintevirdesriktig skattning av feltermsvariansen o2. (Led-
ning: Kvs(Total) &r summan av kvadratsummorna for de tva ovanndmnda
variationskéllorna.) (3 p)
c) Beriikna ett 95% konfidensintervall for 3. Ar 6kningen av landets BNP-
tillvéixt signifikant pa nivan 5%7 (Ledning: Du kan utnyttja att tg.025(f) =
VFoos(1, f) for lampligt antal frihetsgrader f, dar F-kvantilen fas ur den
bifogade tabellen.) (4p)

Uppgift 2

Tva foretag har utvecklat var sin maskin for vattenrening, som bada tar bort
en stor del av tva typer av bakterier fran vattnet. Héalsovardsmyndigheten i
ett land ville underéka om maskinerna &r likvardiga, och testade darfor de
tva maskinerna pa 6 olika vattenprover. Man ansatte darfor den multipla
linjéra regressionsmodellen

Yi = a+ Biuzig + Biowor +ek, 1=1,2,k=1,...,6 (1)

for den totala bakteriehalten (enhet: antal bakteriekolonier mer 100 ml) i
vattnet efter rening av prov nummer k£ med maskin ¢. Halten av respek-
tive bakterietyp fore rening var xy, och wgy i prov k, medan 0 < §;; < 1
anger hur stor andel av bakterierna av typ j = 1,2 som inte elimineras med
maskin i. Vidare anger « halten av 6vriga typer av bakterier (fore och efter
rening), som ingen av maskinerna lyckas filtrera bort, medan feltermerna
gix ~ N(0,02) &r oberoende och normalférdelade.

a) Ange observationsvektor Y, designmatris A, parametervektor @ och fel-
termsvektor € for den linjara modellen

Y =A0+¢
som svarar mot (1). (Ledning: Antalet element Y i kolumnvektorn Y é&r
N =12, och 6 &r en kolumnvektor med fem element.) (3p)

b) Betrakta (1) som var grundmodell, som testas mot hypotesmodellen

Hy : p11 = P21, P12 = Pa2

att de bada maskinerna &r likvardiga nér det géller att filtrera bort respek-
tive bakterietyp. Denna hypotesmodell kan formularas som att parameter-
vektorn i 2a) maste uppfylla @ = B for en viss matris B och kolumnvektor
A. Ange B och A. (Ledning: Kolumnvektorn A har tre element.) (3 p)

c) Nedan ges ett utdrag ur forsdkets variansanalystabell:
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Variationskalla Kvs

Avvikelse fran Hy | 8.00

Residual 8.14

Totalt 16.14
Anvand denna information for att pa signifikansnivan 5% testa om de bada
vattenreningsmaskinerna ar likvardiga eller ej. (4 p)
Uppgift 3

Stralningsfysiker vid en karnkraftsanliaggning ville undersdka hur mycket
stralningen fran anrikat kdrnbrénsle (enhet: GBq/ton) varierade mellan
olika bréanslestavar, samt dven uppskatta den genomsnittliga stralningsméng-
den p. De genomférde 5 métningar pa var och en av 4 brénslestavar.
Darefter ansatte de en ensidig variansanalysmodell typ II, enligt

Yij=p+06i+ej, 1=1,234,j=1,23,4,5,

dar Y;; dr den uppmatta stalningsmangden fran den j:te méatningen av stav
i, medan §; ~ N(0,0%) och g;; ~ N(0,02) ér oberoende stokastiska vari-
abler, svarande mot slumpvariationen i stralningsméangd mellan stavar res-
pektive variation mellan olika métningar fran samma stav. Resultaten av
mitningarna framgar av foljande tabell, dir stickprovsmedelviirdena Y;. och
stickprovsvarianserna s? dr angivna for varje stav:
Stav i | Y 52
1 80.0 | 0.10

2 82.0 | 0.14

3 78.5 | 0.08

4 79.5 | 0.12
Medel | 80.0 | 0.11
Std | 1.472

De nedre tva raderna anger &ven medelvarden och stickprovsstandardavvikel-
ser fran respektive kolumn.

a) Anvind stickprovsvarianserna s? for att beriikna en skattning av métfels-

variansen o2. (3 p)
b) Berdkna en skattning av variansen ag. (Ledning: Utnyttja 3a) och stick-
provsstandardavvikelsen av radmedelvirdena Y;..) (4 p)
c¢) Berdkna ett 95% konfidensintervall for . (3p)
Uppgift 4

En stationdr MA(1)-process {X;} definieras genom
Xi=¢r — 041 (2)
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for t = ...,—1,0,1,..., dir &, ~ N(0,02) #r oberoende feltermer medan
0 # 0 ar en reellvard parameter.

a) Anvind (2) for att beridkna kovariansfunktionen v, = Cov (X3, X;4) for

k=0,1,2,.... (4 p)
b) Anvénda 4a) for att berdkna korrelationsfunktionen p, = Corr(Xy, X¢1%)
for k=0,1,2,.... (3 p)

c) For varje korrelationsfunktion i 4b) finns det tva vérden pa 6 som ger
denna korrelationsfunktion. Finns det nagon skillnad mellan motsvarande
tva MA(1)-processer? (3 p)

Uppgift 5

Ett dataset med sex observationer Y; av en responsvariabel och tva forklarande
variabler /kovariater z1; och xg;, finns sammanfattat i f6ljande tabell:

i Ty | 2 | Y
1] 0 0 |-0.1
21 0 0 0.1
3 1 1 2
41 -1 1 0
51 -1 -1 -2
6 1 -1 0

Man vill undersoka om en eller bada av kovariaterna kan forklara variationen
i responsvariabeln. Darfor infors den fulla linjéara regressionsmodellen

Y = frxyi + Paxoi + €, i=1,...,6, (3)

dér inget intercept men bada kovariaterna ingar, med effektparametrar (;
respektive fa, och dér e; ~ N(0,02) dr oberoende och normalférdelade
feltermer. Man vill sedan jamféra anpassningen till data for (3) och tre
andra delmodeller. For dessa tre delmodeller ingar ingen kovariat, bara
kovariat 1 respektive bara kovariat 2.

a) Genomfor forsta steget av framatinkludering (Forward Selection, FS),
genom att dels testa modellen utan nagon kovariat mot modellen med ko-
variat 1, och dels testa modellen utan nagon kovariat mot modellen med
kovariat 2. (Ledning: Boérja med att berdkna skattningar av 3; och o2 for
modellen déar bara kovariat j ingar, for j = 1,2.) (4 p)
b) Genomfor forsta steget av bakateliminering (Backward Elimination, BE),
genom att dels testa modellen med kovariat 1 mot (3), och dels testa mod-
ellen med kovariat 2 mot (3). (Ledning: Borja med att berdkna skattningar
av 31, B2 och o2 for den fulla modellen (3). Anvind sedan #ven skatt-
ningarna av 51 och 3 fran 5a).) (4 p)

c¢) Vilken modell véljs enligt F'S och BE? Forklara varfor man far olika svar,
och ange vilken modellvalsmetod som i detta fall ar att foredra. (2 p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




