STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISK STATISTIK

Losningar till tentamensskrivning for kursen
Linjara statistiska modeller

11 december 2024 14-19

Ezaminator: Ola Hossjer, tel. 070/672 12 18, ola@math.su.se

Uppgift 1

a) Eftersom

9
1 1
T = i = (2015 + 2016 + ... + 2023) = 2019
T 9;$ 9( + +...+ )
och
Sioi(@ — )% = [(2015 —2019)% + ... + (2023 — 2019)?]

= (164+9+4+14+0+1+4+9+16)
= 60,

sa foljer att minsta kvadrat-skattningen av lutningsparametern 3 ges av

9 _
. ) (- Ty 241
b= =@ = 2)yi — 0.4017.

Z?:l(xi — )2 60

b) Kvadratsumman for variationskéllan Residual ges av

Kvs(Residual) = Kvs(Total) — Kvs(Regression) = 10.12 — 9.68 = 0.44,

och den har N —2 =9 —2 =7 = f frihetsgrader. Darur foljer att

Kvs(Residual)

6% = Mkvs(Residual) = -

= 0.0628

ar en vantevardesriktig skattning av feltermernas varians.

c¢) Skattningen av lutningsparametern har en varians

Var(ff) = 9 o2 = —
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och darfor ar dess medelfel

— 72 062
d = \/Var(B) = \/%0 - \/% = 0.0324.

Séledes far vi ett 95% konfidensintervall

Is = (B —tooes(7)d, B+ to.025(7)d)
(0.4017 — 2.365 - 0.0324, 0.4017 + 2.365 - 0.0324)
— (0.325,0.478)

for den arliga 6kningstakten av BNP-tillvéxten, dér to.025(7) = v/ Fo.05(1,7)
fas ur tabell. Eftersom detta intervall inte innehaller 0 sa har 6kningen av
BNP-tillvéixten varit signifikant (pa nivan 5%) mellan aren 2015 och 2023.

Uppgift 2

a) Vi kan skriva den multipla linjdra regressionsmodellen pa matrisform
enligt Y = A0 + g, eller med utskrivna element i de ingaende vektorerna
och matriserna, som

Y1 1 z1p 221 0 0 11
Y10 1 x2 222 0 0 €12
Yi3 1 w3 3 0 O €13
Y14 1 w4 224 0 0 N €14
Yis5 1 w5 x5 0 0 3 £15
Yie [ _ | 1 216 226 0 O ﬁn L | c
You 10 0 z11 22 ﬁu €91
Yoo 10 0 z12 w22 ﬁ21 €92
Yo3 10 0 x3 w23 > €23
Yo4 10 0 714 w24 €24
Yos 10 0 x5 w25 €95
Ya6 1 0 0 x5 22 €926

b) Nollhypotesen Hj svarar mot att inféra gemensamma effektparamet-
rar 81 = [11 = P21 och Py = P1o = B9 for bada maskinernas formaga
att eliminera bakterie 1 respektive bakterie 2. Vi far en parametervektor
A = (o, B1, B2)T med tre parametrar under Hy, vilket svarar mot att den
ursprungliga parametervektorn maste uppfylla

o 1 00
B11 010 o
0= B12 = 0 0 1 051 = BA\.
P21 010 B2
Boo 0 0 1
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c¢) Eftersom antalet parametrar fér grundmodellen och hypotesmodellen &r
k = 5 respektive [ = 3, dr antal frihetsgrader for variationskéllan Avvikelse
fran Hy lika med k — 1 = 5 — 3 = 2. Den andra variationskéllan, Residual,
har N —k = 12 —5 = 7 frihetsgrader. Vi kan dérfor testa nollhypotesen med
en

Mkvs(Avv fran Hy)  Kvs(Avv fran Hp)/2  8.00/2

F-kvot = - - —3.44
YO T T Mkvs(Residual) Kvs(Residual)/7  8.14/7 ’

vars virde understiger Fp o5(2,7) = 4.7. Vi kan dérfor inte forkasta nollhy-
potesen att de tva vattenrenarna dr likvirdiga nér det géller att filtrera bort
de tva typerna av bakterier.

Uppgift 3

a) For att skatta o2 anvinder vi medelkvadratsumman for variationskillan
Inom stavar. Eftersom antalet frihetsgrader f6r denna variationskalla &r 4(5—
1) = 16, sa foljer att

~2
O¢

=

Vs(Inom stavar)

z 1 Z] 1(}/2] le)

_ 4s?

=1 512

0+0.14 +0.08 + 0.12)

cn""o:"“o"“
Wiy

=[]
— s A

O =i

(0.

—_
—_

dér vi i tredje ledet inforde definitionen av stickprovsvariansen s? = Z?:l (Yij—
Y;.)2/(5 — 1) for de uppmiitta stralningsvirdena hos stav i, for i = 1,2, 3, 4.

b) Radmedelvéirdena &r oberoende och normalférdelade

2

Y, =p+6 +é NN(/,L,O'(;—F?)

Vi skattar sedan variansen V = 0% + 02 /5 for radmedelvirdena enligt

52
Vo= e+ %
= i (Y - Y.
= 1[(80.0 — 80.0) 4 (82.0 — 80.0)2 + (78.5 — 80.0)% + (79.5 — 80.0)?]
= 2.1667,

(2)
som alternativt kan beréiknas direkt fran den i tabellen givna stickprovsstan-
dardavvikelsen av radmedelvirdena, enligt V = Std2. Genom att kombinera
(1) och (2), far vi slutligen en véntevirdesriktig skattning

11
2.1667 — OT = 2.145 (3)
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av O'g. Vi noterar att eftersom 42 &r mycket mindre én 63, hade det formodligen
rackt att gora en métning per stav.

En alternativ 16sning ar att utnyttja
E[Mkvs(Mellan stavar)] = 502 + o2
fran formelsamlingen, vilket medfor

552 + 62 = Mkvs(Mellan stavar)
= Kvs(Mellan stavar)/3
4 LA
= 21:142?:71(3/1‘-7_ Y-~)2/3
= 5 Zi:1(yi- - Y-)2/3
— 5.2.1667,

eftersom varitionskéllan Mellan stavar har 4 — 1 = 3 frihetsgrader. Dérefter
utnyttjar vi (1) for att komma fram till (3).

¢) Som skattning av den férvéintade stralningsméngden p fran en slumpméssigt
vald stav, valjer vi

4
1 - 1
p=Y.= 1 E Y, = 1(80.0 + 82.0 4+ 78.5 + 79.5) = 80.0.
i=1

Eftersom v
Va‘r (/}/) = Z )

sa far vi ett medelfel

— vV V21 1.472
d =/ Var(pi) = % = 2667 = 27 = 0.736,

och ett 95% konfidensintervall

(7 — to.025(3)d, fi + to.025(3)d) = (80.0 — 3.182-0.736,80.0 + 3.182 - 0.736)
— (77.66,82.34)

for p, dar virdet pa to.25(3) = v/ Fo.05(1,3) kan fas ur tabell.

Uppgift 4

a) Vi borjar med att berdkna

7 = Var(Xy)

Var(et — 951571)

Var(g;) + 0*Var(e;—1) — 20Cov(es, e1-1)
= 02+060%2-20-0

= (1+6%)02
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och
1 = Cov(Xy, Xit1)
Cov(er — Oet—1,6441 — Oet)
= COV(&‘t, 5t+1) — 9V&I‘(€t) — QCOV(e’ft_l, Et+1) + 62COV(€t_1, €t)
= 0-002-0-0+6%-0

_ 2
= —foZ.

For k > 2 géller att Xy = e, — 04_164—1 och Xy = epyp — Oy &r
funktioner av olika feltermer. Darfor d&r X; oberoende av Xy da k > 2,
vilket medfor att v, = 0 for k£ > 2.

b) Det foljer av a) och stationériteten hos {X;} att

1 k=20

X, X, ’ ’

o = COV( ty t—i—k) _ Yk _ % _ _9/(1 + 02)’ k= 17
\/Var(Xt) \/V&I'(XtJrk) VY070 Yo 0, k> 2.

¢) Korrelationsfunktionen py dr identisk for tva MA(1)-processer med pa-
rametrar 6 och 1/6. Det inses av att p, = 0 for k£ > 2 for bada MA(1)-
processerna, och att
B 0 1/6
PL=70 702~ 14 (1/6)2

har samma virde for de tva processerna. For § = 1 Ar processerna identiska,
men inte for 6 # 1. Det foljer av att MA(1)-processen dr inverterbar endast
da [0] < 1, det vill séiga att feltermen &, da kan skriva som en konvergerande
linjarkombination

e =X; —0X;_1+ 92Xt,2 — 93Xt,3 =+ ...

av alla virden pa MA(1)-processen fram till tiden .

Uppgift 5

a) Lat Y = (Y1,...,Ys)T vara observationsvektorn och x; = (zj1,. .., xj6)7

vektorn med vérden pa kovariat j = 1,2. For delmodellen med endast ko-
variat 1 sa ges minsta kvadrat-skattningen av (51, av
B = oY/(zia])

0(=0.1)40(0.1)41-24(=1)0+(=1)(=2)+1-0
02+02+12+(_1)2+(_1)2+12
= 4/4

1.

Skattningen av feltermsvariansen blir

S0 (Y — Bix1)?/ (6 — 1)

>y (Y — 1) /5

[(—0.1)2+0.12 + 12+ 12 + (-1)2 + (-1)%]/5
= 4.02/5

= 0.804.

5'2
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For att testa nollhypotesen att ingen kovariat ingar i modellen mot delmo-
dellen att bara kovariat 1 ingar, far vi alltsa en

F-kvot = Mkvs(Regression)/5>
= Kvs(Regression) /52
= B% > wi/67

46 /6°

4/0.804

= 4.975,

dér vi i andra ledet utnyttjade att variationskéllan Regression har 1 fri-
hetsgrad. I tredje ledet utnyttjade vi att skattningarna av p = E(Y) é&r
ﬂ = (0,...,0)” under nollhypotesen och f1 = Blml under grundmodellen.
Saledes #r kvadratsumman for regression samma sak som kvadratsumman
for avvikelse fran nollhypotes; ||jt — ]2 = 32 >, @2, Eftersom F-kvoten
ovan inte overstiger troskelviardet Fpos(1,5) = 6.6, sa kan vi inte forkasta
nollhypotesen att inte ta med kovariat 1 i modellen, pa nivan 5%.

Om vi istéllet testar samma nollhypotes mot modellen med kovariat 2, sa
inser vi av symmetriskil att By =1, 62 = 0.804 och F-kvot = 43% /6% =
4.975 < Fyo5(1,5). For detta test forkastas alltsa inte heller nollhypotesen
pa nivan 5%.
Slutsatsen blir att FS-schemat stannar efter forsta steget, och den valda
modellen dr den som inte innehaller nagra kovariater. Anledningen #r att
den kovariat som inte tas med i respektive test fangas upp av residualerna.
Darfor drinks den kovariat man vill testa i residualernas brus, sa att den
inte far en signifikant inverkan pa responsvariablerna.
b) Enligt BE-metoden bérjar vi med den fulla modellen dér bada kovariater-
na ingar. Vi testar forst nollhypotesen Hy att bara kovariat 1 ingar mot den
fulla modellen. Eftersom de tva kolumnera i designmatrisen X = (x1,x2)
for den fulla modellen &r ortogonala ser man att skattningarna av (§; och
P2 &r desamma (=1) som i 5a), dven for modellen ddr bada kovariaterna
ingar. Eftesom skattningen av p = E(Y') ar po = Bix1 = @1 for hypotesmo-
dellen Hy, och i = X(Bl, 32)T = @1 + x2 under grundmodellen med bada
kovariaterna, fas att R

i = Rl* = 22| = 4,

medan

= [(-0.1)2 +(0.1)2 + 0> + 02 + 0% + 0%] /4
= 0.005.

Eftersom grundmodellen innehaller 1 parameter mer &n hypotesmodellen
(k—1=2—-1=1), ger det en

lo— a2/ —0) _ 4 _
62 0.005

F-kvot = 800
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som vida overstiger troskelvirdet Fyos(1,4) = 7.7.

Av symmetriskil far vi samma resultat da hypotesmodellen att bara kovariat
2 ingar i modellen testas mot den fulla modellen med bada kovariaterna, dvs
en F-kvot = 800 > F0,05(1, 4).

Slutsatsen blir att BE-schemat stannar efter forsta steget, dvs att modellen
med bade kovariat 1 och 2 viljs.

¢) Vi ser att BE-metoden ger ett rimligare resultat &n F'S. Man kan litt visa
(t ex genom att rikna ut férklaringsgraderna) att den fulla modellen fangar
upp i stort sdtt all variation i responsvariabeln, de tva delmodellerna med
en kovariat fangar upp hélften av denna variation, medan modellen utan
kovariater inte fangar upp nagonting av variationen i Y.



