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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-
tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det géller dven att
Xb.05(1) ~ 3.8.

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt
16st uppgift ger 10 poéng. Foljande granser galler for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

Nagra statistiker ville studera sambandet mellan nattsémn och korttidsminne.
Totalt deltog 30 personer i undersokningen, dar minnesférmagan Y; hos per-

son i poangsattes utifran ett antal tester. Hér svarar ett varde pa Y; under

20, mellan 20 och 25, samt 6ver 25 mot ett daligt, medelgott respektive bra

korttidsminne. Varje deltagare fick &ven ange hur manga timmar z; han

eller hon sovit natten innan (avrundat till heltal). Forskarna stéllde upp en

enkel linjar regressionsmodell

Yi=a+pwi—1)+e, i=1,..,30, (1)

for minnesformagan hos deltagarna, dir z = 3250 | x;/30 ér deras genomsnitt-

liga antal timmars nattsémn. Vidare antog statistikerna att feltermerna ¢;
ar oberoende och normalférdelade med vintevirde 0 och varians o2. Man
sammanfattade undersckningen genom att dela upp deltagarna i 5 grupper
beroende pa hur linge de sovit (z; lika for alla personer i samma grupp).
Resultatet framgar i foljande tabell
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Timmars

nattsomn | Antal | Medel
5) 4 19.0
6 6 22.0
7 10 24.0
8 6 25.5
9 4 26.5

Totalt 30

dér Medel for en viss rad anger medelvardet av alla Y; for personer med ett
visst antal timmars nattsomn.

a) Berdkna minsta kvadrat-skattningarna & och B av & och . (Ledning:
Du kan utnyttja att z = 3250, 2,/30 = 7, 339, (z; — )% = 44 och 339, (z; —

T)Y; = 81.) (3 p)
b) Bestiim den tvadimensionella fordelningen for (&, 5)7, uttryckt med hjélp
av &, 3 och o2. (2 p)

c) En variansanalystabell fran forsoket innehdll kvadratsumman for varia-
tionskéllan Residual (Kvs(Residual) = 550). Berdkna med hjilp av denna
information en vintevirdesriktig skattning av 2. (2 p)

d) Anvénd la)-1c) for att bestdmma ett 95% konfidensintervall for den
forvéintade minnesformagan p = E(Y) hos en person som sov 6.5 timmar
natten innan undersékningen gjordes. (Ledning: Du kan anvinda formeln

to.o2s(f) = Foos(l, f) for kvantilen hos en ¢-férdelning med f frihets-
grader, dar F-fordelningens kvantil fas ur tabell.) (3 p)

Uppgift 2

En grupp epidemiologier ville utréna hur rokning och graden av fysisk ak-
tivitet tillsammans paverkade syreupptagningsformagan. Man undersckte
totalt 24 personer. Varje person fick ange hur ofta han eller hon rokte,
uppdelat pa tre nivaer (aldrig/ibland/varje dag), medan den fysiska ak-
tiviteten hade tva nivaer (lag och hog). Studien var balanserad satillvida
att 4 personer ingick i patientgruppen for varje nivakombination av rokning
och fysisk aktivitet.

a) Formulera en tvasidig variansanalysmodell dar bada faktorerna rékning
och fysisk aktivitet &r systematiska, och dar samspelet mellan dessa bada
faktorer ingar. (3 p)

b) En variansanalystabell fran forsoket har f6ljande utseende:
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Variationskélla | Kvs
Rokning 10.0
Fysisk aktivitet | 6.0
Samspel 5.5
Inom celler 19.5
Total 41.0

Testa pa nivan 5% om det finns nagot signifikant samspel mellan hur rokning
och fysisk aktivitet tillsammans paverkar syreupptagningsformagan. (3 p)

c¢) Testa pa nivan 5% om rokning har en signifikant paverkan pa syreupp-
tagningsformagan. Variationskéllan samspel tas med for att skatta felter-
mernas varians eller ej, beroende pa om samspelet i deluppgift 2b) inte &r
eller ar signifikant. (4 p)

Uppgift 3
Betrakta en AR(1)-process

Y, —p=o(Yi1 — p) + €4, (2)

dir p = E(Y;) och g, ~ N(0,02) ér oberoende och normalférdelade.

a) For vilka viarden pa ¢ ar processen stationdr? (Inget bevis kravs.) (2 p)
b) Givet virden pa ¢ enligt 3a), hirled virden pa o> = Var(Y;) och
autokorrelationsfunktionen p;, = Corr(Y;, Yiik) for k£ = 0,1,2,.... (Led-
ning: Det underldttar att infora X; = Y; — p. Borja med att berdkna
kovariansfunktionen vy, = Cov(Xy, X¢1x) for k = 0,1,2,... och utnyttja att
Cov(X¢,e4x) =0 for k> 0.) (5 p)
c) Anta att 7" méatningar Y = (Y7,...,Yr) har registrerats for processen.
Berékna ettstegsprediktorn Y71 = E(Y7r41|Y 7). (Ledning: Eftersom AR(1)-
processer ar Markovprocesser sa racker det att betinga pa den senast regi-
strerade observationen Y7.) (3p)

Uppgift 4

Ett foretag genomfér en enkel bestdmning av personers genetiska hirkomst
fran tva regioner 1 och 2. Syftet ar att for varje person som ldmnat in ett
blodprov uppskatta proportionerna (1 och 35 av hans eller hennes DNA som
hérror fran respektive region, samt den resterande proportionen 1—/31 — s av
DNA som svarar mot ett ursprung fran andra regioner (=region 0). Metoden
gar ut pa att man hittat N = 4 grupper av genvarianter som férekommer i
foljande kdnda proportioner pj; i region j for grupp i:
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Region j

Gruppi| 0 |12
1 05010

2 05110

3 05101

4 05111

For en viss person bestams proportionen

Zi = (1—p1— B2)poi + P1p1i + Bap2i + & (3)
= 0.5(1 = 1 — B2) + Bip1i + Bapai + i,

av genvarianterna i grupp ¢ = 1,2, 3,4 som forekommer i hans eller hennes
DNA-prov, diir &; ~ N(0,0?) antas vara oberoende feltermer. Hir kan alltsa
p1; och po; avlisas ur de tva hogra kolumnerna fran tabellen ovan. Genom
att inféra x;; = pj; — 0.5 och ¥; = Z; — 0.5 kan (3) skrivas som en multipel
linjar regressionsmodell

Y = Bix1i + oo + &4, 1=1,2,3,4, (4)

med tva forklarande variabler och utan intercept. Aven om 8; och 8, tolkas
som proportionen av hirkomsten fran region 1 och 2, gors inga restriktioner
i(4) att dessa tva parametrar ska ligga mellan 0 och 1.

a) Kalle skickar in sitt DNA-prov till foretaget och far f6ljande proportioner
av genvarianterna uppmatta for de fyra grupperna:

Grupp i | Z;
1 0.23
2 0.41
3 0.62
4 0.74

Bestdm minsta-kvadrat-skattningen (Bl, BQ)T av Kalles harkomst. (Ledning:
Borja med att rdkna ut Y;, z1; och xg; for i = 1,2,3,4.) (2 p)
b) Bestim kovariansmatrisen for skattningen (81, 52)7 i 4a) och dérefter
variansinflationsfaktorn VIF(3) for skattningen av graden av hirkomst fran
region 1. (4 p)
c) Bestim en tvadimensionell konfidensregion for 3 = (51, 32)7 med konfi-
densgrad 0.95. (Ledning: Borja med att skatta o2 med hjilp av residualernas
medelkvadratsumma. Utnyttja att eftersom de tva forklarande variablerna
ar ortogonala sa kan Z;l:l Y2 = 0.153 delas upp i tre kvadratsummor, varav
tva ges av Kvs(Region j) = 3]2 Sy x?l for 7 = 1,2 och den tredje &r resi-
dualernas kvadratsumma.) (4 p)
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Uppgift 5

En multipel linjar regressionsmodell

Yi = a+ bz —2) 4.+ Bn(@mi — Tm) + & (5)
= [T &

uttrycker sambandet mellan responsvariabeln Y; och de m forklarande vari-
ablerna x1;, . .., y,; for ett antal individer i = 1,..., N, dar z; = Zf\;l xji /N
och g; ~ N(0,0?) ir oberoende feltermer. Man vill testa om en viss férklarande
variabel j har nagon effekt pa responsvariabeln genom att testa grundmod-
ellen (5) mot hypotesmodellen Hy : §; = 0.

a) Lat R2 och R? vara forklaringsgraden for grund- respektive hypotesmod-
ellen. Definiera R2 och R? med hjilp av ji;, j1; och Y; for alla observationer
i, samt med Y = Y, V;/N. Hér ir

fii = G+ Bi(wii = 1) + -+ B — T

skattningen av u; under grundmodellen baserat pa minsta kvadrat-skattningar
av interecept och effektparametrar, samt fi; motsvarande skattning av u; for
hypotesmodellen. (4 p)

b) Skillnaden i forklaringsgrad mellan de tva modellerna, R — R3, &r
ett matt pa hur mycket béttre grundmodellen anpassar sig till det givna
datasetet. Visa att R — R? kan uttryckas med hjilp av ji; — ﬁz och Y; for
alla observationer, samt med Y. (Ledning: Utyttja att vektorn f — ﬁ =
(f1; — ﬁi; i=1,...,N )T ar ortogonal mot det underrum ) som spanns upp
av hypotesmodellen.) (2 p)
c) Lat %ji vara en uppskattning av x; med hjalp av de ovriga m — 1
férklarande variablerna fér observation i. Med andra ord sa betraktar man
xj; som stokastisk - en responsvariabel i en multipel regressionsmodell med
intercept och de 6vriga m — 1 forklarande variablerna som kovariater. 1
denna modell ar §:j,- en skattning av E(xj;). Visa att

fii = Bj(wji — 2ji) + i, i=1,...,N.

Anviind sedan detta samband och deluppgift 5b) for att uttrycka RZ — R?
med hjalp av minsta kvadrat-skattningen Bj av f3; for grundmodellen. (Led-
ning: Betrakta delrummmen U och U, av RY som spénns upp av hypotes-
respektive grundmodellerna. Utnyttja att x; — :Ej = (zj1 — :%jl, Ce TN —
%jN)T ligger i Uj, och ar ortogonal mot U, samt att f1 = Aé, dar design-
matrisen A har en kolumn x; — &; = (zj1 — Zj,...,2j§y — Z;)T, och dér
6 &r minsta kvadrat-skattningen av regressionsparametrarna fér grundmod-

ellen.) (4 p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




