STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISK STATISTIK

Losningar till tentamensskrivning for kursen
Introduktion till 6vervakad statistisk inlarning

24 oktober 2025 8-13

Ezaminator: Ola Hossjer, tel. 070/672 12 18, ola@math.su.se

Uppgift 1

a) Lat j = 1,2,3,4,5 beteckna gruppnummer, n; antal personer och }7]
medelvirdet av Y; for alla personer i grupp j. Eftersom interceptet & &r
centrerat foljer att

6 = yv=ygvpso
= (mY1 +n2Ys 4+ n3Ys + ngYy +ns5Ys5)/30
= (4-190+46-22.0+10-24.04+6-25.5+4-26.5)/30
= 23.57.

Med hjalp av ledningen far vi direkt att skattningen av lutningsparametern
B ges av )

B o= YR - 0)Yi/ T2 (w - 2)

= 81/44 = 1.841,

dar
= Z?gl /30
= (m-5+mn2-6+n3-7+ng4-8+n5-9)/30
= (4-546-64+10-7+6-8+4-9)/30
= T

I

b) Lat N = 30 vara antalet observationer. Skattningsvektorn (&,B)T ar
tvadimensionellt normalférdelad med vinteviirde (&, 3)7 och kovariansma-

tris
(70 o2 ) = (70 )

c¢) Eftersom den enkla linjdra regressionsmodellen innehaller 2 parametrar
ar antalet frihetsgrader for variationskéllan Residual lika med 30 — 2 = 28.
Det ger en vintevardesriktig skattning

Kvs(Residual) 550

~92 .
= Mk )=—— = — =19.64
G vs(Residual) 5% 5% 9.6
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av variansparametern o2.

d) En person som sovit 6.5 timmar har en forvéintad minnesférmaga
w=a+(6.5-2)8=a—0.505.
Motsvarande skattning
fi=d&—0.58=2357—0.5-1.841 = 22.65

har variansen

o2 0.2502

o Yo 2
30 + 1 0.0390°.

Var(ji) = Var(&) + 0.25Var(8) =

Det ger ett medelfel

d = \/Var(f2) = V0.03952 = 1/0.039 - 19.64 = 0.8753
for f1 och ett 95% konfidensintervall

(7 — t0.025(28)d, i + t0.025(28)d) = (22.65 — 2.0484 - 0.8753,22.65 + 2.0484 - 0.8753)
= (20.85,24.44)

for p. Hér fas t-kvantilen ur tabell med F-fordelningens kvantiler genom

t0.025(28) = v/ Fo.05(1,28).

Uppgift 2

a) Modellen kan skrivas som
Yijk = p+ i + B + %ij + €iji, (1)

for syreupptagningsformagan hos person k € {1,...,4} inom gruppen for
vilka rokning &r pa nivan i € {1,2,3} och den fysiska aktiviteten pa nivan
Jj € {1,2}. Vidare #r p det genomsnlittliga vintevirdet for alla grupper,
a; den systematiska effekten av rokning pa niva 7, 5; den den systematiska
effekten av fysisk aktivitet pa nivan j samt v;; samspelet mellan rékning och
fysisk aktivitet. For att undvika 6verparametrisering infor vi totalt 6 linjért
oberoende bivillkor » ; a; = >, 85 = >2;7%ij = >_;%ij = 0 (det vill séga 1
bivillkor for oy, 1 for B; och 3+2-1=4 fér v;;). Feltermerna &; ~ N(0,0?)
antas vara oberoende.

b) For att testa grundmodellen (1) mot hypotesmodellen
’Yij = 0, Vi, j

att det inte finns nagot samspel mellan rokning och fysisk aktivitet, bildar
vi

Mkvs(Samspel) ~ Kvs(Samspel)/2 ~ 5.5/2

F-kvot = = —
Ve Mkvs(Inom celler)  Kvs(Inom celler)/18  19.5/18

= 2.54.
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Hér utnyttjade vi att variationskéllan Sampspel har (2 —1)(3 — 1) = 2
frihetsgrader, medan Inom celler har 3 - 2(4 — 1) = 18 frihetsgrader. Da F-
kvoten har en F'(2,18)-férdelning under Hy sa jamfor vi dess observerade
virde med

Fo.05(2,18) = 3.55.

Eftersom F-kvoten inte Gverstiger detta virde kan vi inte forkasta Hg pa
signifikansnivan 5%.

c¢) Eftersom samsplet i 2b) inte var signifikant sa antar vi en additiv modell
(=hypotesmodellen i 2b). Alltsa slar vi ihop de tva variationskéllorna Sam-
spel och Inom celler till en ny variationskélla med 2+18=20 frihetsgrader.
Vi skattar sedan feltermernas varians enligt

52— Kvs(Samspel) + Kvs(Inom celler) _55+19.5

= 1.25.
2+18 20

Eftersom variationskéllan Rokning har 3-1=2 frihetsgrader far vi en

Kvs(Rokning) /2 10.0/2
Fokvot = Svs(R9 ;“ng)/ = (1) gé = 4.0 > Fy05(2,20) = 3.48.
g .

Saledes kan vi forkasta nollhypotesen att rékning inte har nagon effekt pa
syreupptagningsféormagan, pa nivan 5%.

Uppgift 3
a) AR(1)-processen ir stationidr da |¢| < 1.
b) Satt Xy =Y, — u, sa att
Xt = ¢Xi—1 ter (2)

Eftersom X;_ 1 beror av feltermer e;_ 1, 2,... s& kommer X; ; att vara
oberoende av ¢;. Av detta och stationériteten hos {X;} foljer att

02 = Var(¥;) = Var(X;) = Var(¢X;_1 + &)
= ¢*Var(X;_1) + Var(e;) = ¢?0% + o2,
Loser vi ut denna ekvation med avseende pa o2 sa erhalls
o2 = o?
1—¢?
Vidare har vi, givet £ > 1, att

Te = COV(Y;U Y;f-‘rk) = COV(Xtv Xt-‘rk) = COV(Xtv OXtrk—1+ 5t+k) (3)
= ¢Cov(Xy, Xpyk—1) + Cov(Xy, e44k) = dYg—1-
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Eftersom vy = 02 sa medfér (3) (med induktionsbevis) att v, = Y9¢*. Det

ger

COV(E? }/;H*k)

Cov(X¢, Xiyr) Tk Yk

Pk

c¢) Eftersom

T Na (V) Var(Yegs)

SVar(Xo)/Var(Xeer)  VIovAo 70

Yrii=p+o(Yr —p) +eria

sa kan vi utnyttja ledningen

Yri

for att dra slutsatsen att

E(Yri1|Yr)

E(p+o(Yr — p) +ery1|Yr)
p+ ¢(Yr — p) + E(eri1|Yr)
w4+ (Y7 — ),

= ¢F.

dér vi i sista ledet utnyttjade att Y7 och epy; &r oberoende (se ledningen
till uppgift 3b), och alltsa E(ep41|Yr) = E(er+1) = 0.

Uppgift 4

a) Den givna modellen (ekvation (3) i skrivningsbladet) kan skrivas pa ma-
trisform som Y = X3 + ¢, dar

dr observationsvektorn,

T11
T12
x13
T14

Z1— 0.5 —0.27
| Zz—05 | | —0.09
| Z3-05 | 0.12 |’
Zy—0.5 0.24
21 —0.5 —-0.5
22 . 0.5 —0.5
23 —0.5 0.5
T4 0.5 0.5

4r designmatrisen och € = (e1,€9,¢3,64)7 feltermsvektorn. Vi borjar med

att réakna ut

S=XTx =

10
01

512
522

511
521

[ =)=(t)

Det ger en minsta-kvadratskattning

3

(%

> =S'XTy = X"y = <

0.5(—Y1 +Y, —Y;+ Y4)
0.5(—Y; — Ya + Y3 + V)

)=

b) Kovariansmatrisen for 3 ges av

Cov(B)

2

o 0
0 2

g

o= ( )

0.15
0.36

).
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Variansinflationsfaktorn for Bl anger hur mycket variansen av skattningen
av 31 Okar pa grund av att man dven maste skatta f5. Eftersom variansen for
skattningen av 8y dr 0%/s1; da By ér kind, och 02(S71)1; da By ér okind,
foljer att

02(571)11

VIF(BI) = 0_2/511

= 811 - (571)11 =1-1=1.

Variansinflationsfaktorn ar alltsa 1 eftersom de tva forklarande variablerna
x1 och xy dr ortogonala.

c) Vi borjar med att skatta feltermsvariansen. Eftersom residualerna har
N —2 = 4 — 2 = 2 frihetsgrader foljer av ledningen och de utrdknade
skattningarna av 1 och (53 i 4a), att

62 = %Z?ﬂ(Yi — Przyi — 329021)2
| R
S Y2 =By 2t - 8 1$2z)
ZZ 1 Y2 1811 - B2322>
= 3(0.153 — 0.15% — 0.36%)
= 45-107%

N N[

Lat p = E(Y) = X vara vantevirdesvektorn for observationerna. Varje
viirde pa B = (31, B2)T kan testas som en nollhypotes, baserat pa en

| —nl?/2-0) _|XB-BI* _(B-B"SB-B)

Frhkvot = 52 - 252 252

Eftersom S = X7 X = I, &r enhetsmatrisen av ordning 2, enligt 4a), sa
foljer att X X
(B1— B1)? + (B2 — B2)?

2-4.5-1074 '
Denna F-kvot har en F(2,2)-férdelning under nollhypotesen. Det ger en
konfidensregion E med konfidensgrad 95% som bestar av alla virden pa
(B1, B2)T for vilka nollhypotesen inte forkastas, det vill siga de virden pa
(B1, B2)T for vilka F-kvoten ovan inte éverstiger Fp o5(2,2) = 19.0. Det ger

E = {(B1,8)7; (B1 — B1)> + (B — B2)> < 2-4.5-107* - 19.0}
= {(B1,62)"; (0.15 = B1)* + (0.36 — $2)* < 0.0171}.

F-kvot =

Uppgift 5

a) Forklaringsgraderna for grund- respektive hypotesmodellerna anger hur
stor andel av variationen i responsvariablerna Y; som fangas upp av [i; re-
spektive fi;. Det svarar mot Kvs(Regression) /Kvs(Total) for respektive mo-
dell, dvs

S (=Y a—Y|?
YL Y-y Y -V

R§ = (4)
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och o o
o Tl =Y =Y )
Y Yi-Y)? Y Y|P
Vi inférde hiir observationsvektorn Y = (Y1,...,Yy)? och vektorn ¥ =
Y,.... 7T som har identiska koordinater lika med skattningen av inter-

ceptet (dvs & = Y).

b) Vektorerna fx och ﬂ ar projektioner av observationsvektorn Y ned pa de
delrum U} och U C Uy av dimension £ = m + 1 och [ = m som svarar mot
grund- respektive hypotesmodellerna. Dérfér kommer &dven ﬁ vara projek-
tionen av fx ned pa hypotesrummet ;. Eftersom hypotesmodellen 1nnehaller
intercept sa giiller Y € U, och dirmed ockba p Y cu,. Eftersom [— u ar
ortogonal mot alla element i i) sa &r f1 — u ortogonal mot ,u Y. Av detta
foljer att

e = Y17 = ll( = £2) + (5 = V)P = [l o = &l* + |12 = V>
Genom inséttning i (4)-(5) ger det i sin tur att
A~ N N A~ X
R% _ % _ I — If”2 _ > izt (fli — lfz)Q (6)
Y =Yi> ¥ (v -V)?
¢) Eftersom minsta kvadrat-skattningen av 0 ges av 8 = (&, f1, ..., Bm)? =
(Y,B1,...,0m)T, dir B;j svarar mot kolumnen x; — Z; i designmatrisen A,
sa foljer att
m
[ :ABzY—i—ZBl(CBz—fm):ﬂjwri—Ua (7)

=1
diar v € U;. Det beror pa att Z; och alla kolumner i A som inte svarar
mot kovariat j, tillhér hypotesrummet Z/{l Nu ar :1:] en prOJektlon av x; ned

pa hypotesrummet ;. Saledes &r x; — :13], och dédrmed &ven ﬁj( acj)
ortogonal mot U;. Vi skriver om (7) som
= Bj(x; — x;) + w, (8)

dir w = v + Bj"i’j € U, eftersom v € U; och §:j € U;. Men eftersom
projektionen av fi ned pa hypotesrummet &r f, och §;(x; — ;) ar ortogonal
mot U, sa foljer att w = v i (8). Dérmed har vi visat att
fii = Bj(ji — 2ji) + fui
for i =1,..., N. Inséttning i (6) ger
52 \N 532
R2 _ R2 _ 5] ZZ=1<m31 - x]Z)
O sV -y
>im(Yi—Y)

Hur mycket mer vi férklarar med hjélp av x; beror alltsa dels pa hur stor

skattad effekt Bj denna variabel har och dels pa hur stor del av kovariatvek-
torn x; som inte forklaras av de 6vriga kovariaterna @1, ..., Zj—1, Tjy1, ..., Tm-



