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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-
tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det géller dven att
X205(1) & 3.8 och 3 45(2) ~ 5.99.

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt
16st uppgift ger 10 poang. Foljande granser galler for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

Vattnet i en viss region innehaller tva skadliga bakterietyper A och B. Hal-
ten av B-bakterier (enhet: mg/1) varierar mellan omraden i regionen, medan
halten A-bakterier kan anses vara konstant. Biologen Lisa har en utrust-
ning som medger métning av den totala bakteriehalten fér vattenprover som
genomgatt ett visst reningsfilter. Detta filter eliminerar andelen 1 — 8 av
alla B-bakterier, medan alla typ A-bakterier passerar igenom filtret. Lisa
analyserade vattenprover vid 16 olika faltstationer inom regionen och stéllde
upp en enkel linjar regressionsmodell

Yi=a+Bx;i+e, i=1,...,16, (1)

for sambandet mellan bakteriehalten Y; for provet vid station ¢ = 1,...,16
efter rening och andelen z; av typ B-bakterier vid station ¢ fére rening
(x1,...,x16 hade tidigare bestdmts med hjilp av en noggrannare méatutrust-
ning). Saledes svarar « mot halten av typ A-bakterier i hela regionen. Lisa
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antog vidare att ¢; ir oberoende och N(0,0?)-fordelade feltermer. Resul-
tatet fran de 16 métningarna sammanfattades i form av foljande fem sum-
mor;

S8 2 = 168.0,
S8 (2 —2)2 = 45.0,

8y, = 3120,
Y8 Yi(wi—z) = 9.0,

0 (Y —a—Bry)? = 190,

dar & och B ar minsta kvadratskattningarna av halten A-bakterier respektive
andelen B-bakterier som inte elimineras av filtret.

a) Berdkna & och B. (Ledning: Analysera forst en centrerad regressionsmo-
dell med intercept &, dar de forklarande variablerna &dndrats fran z; i den
icke-centrerade parametriseringen (77?), till z; — Z. Utnyttja sedan att & &r
en linjérkombination av & och £.) (3 p)

b) Bestam medelfelet d = 4/ \//5“((34) for skattningen & av det icke-centrerade
interceptet o. (Ledning: Borja med att bestimma Var(&), dar du utnyttjar
sista meningen fran ledningen i 1a).) (4 p)

c¢) Ange ett 95% konfidensintervall for o. (Ledning: Du kan anvénda formeln

to.o2s(f) = VFoos(l, f) for kvantilen hos en ¢-férdelning med f frihets-
grader, diar F-fordelningens kvantil fas ur tabell.) (3p)

Uppgift 2

Vid en stalindustri framstélls en legering som bestar av tre metaller. Man
vill ta reda pa hur kénslig legeringens hardhet ar for sma variationer kring
nuvarande virden av de tre ingaende metallernas koncentration. Totalt
genomfors N = 20 experiment ¢ = 1,...,20 dir hardheten Y; och kon-
centrationerna xy;, x2;, x3; av de tre metallerna registreras. Man antar
att metallerna paverkar legeringens hardhet oberoende av varandra. Darfor
bortses fran samspel mellan metallernas inverkan pa legeringens hardhet och
olika linjara regressionsmodeller med ingen, en, tva eller tre metallkoncen-
trationer som forklarande variabler jamfors. Dessutom &r forsoket upplagt
sa att effekterna av de olika forklarande variablerna ar ortogonala, det vill

saga
20

> (@ji — 7)) (xki — Tp) = 0 (2)

=1
for alla 1 < j < k <3, med Tj = ZZI]1/20
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’ Variationskalla ‘ Kvs ‘

Metall 1 3.1
Metall 2 5.1
Metall 3 8.9
Residual 25.0
Totalt 42.1

a) For den fullstindiga modellen med alla tre metaller far man ovanstaende
variansanalystabell. Fylli antalet frihetsgrader for alla fyra variationkéllorna
och for Totalt. (2 p)

b) Genomfor forsta steget i framatinkludering (Forward Selection, FS). Un-
dersok alltsa om nagon forklarande variabel ska tas med. Signifikansnivan
valjs till 5%. (Ledning: Pa grund av ortogonaliteten (?7) mellan de forklarande
variablerna fas kvadratsumman fér avvikelsen mellan en grund- och en hy-
potesmodell som summan av kvadratsummorna (i tabellen ovan) for de
metaller som ingar i grundmodellen men inte i hypotesmodellen. For varje
delmodell av den fullstdndiga modellen med alla tre metaller, sa fas kvadrat-
summan for variationskillan Residual for delmodellen som summan av kvad-
ratsumman Residual for den fullstandiga modellen och kvadratsummorna for

de metaller som inte ingar i delmodellen.) (4 p)
c) Stannar FS-schemat efter 2b)? Motivera ditt svar. (4 p)
Uppgift 3

Vid ett medicinskt laboratorium maéater man diametern hos roda blodkrop-
par med hjalp av ett mikroskop (enhet: pm). Man vill uppskatta hur mycket
blodkropparna hos en individ varierar i storlek. Vid ett tillfille valde man ut
6 blodkroppar fran en patient och genomférde 4 métningar pa varje blod-
kropp. De uppmitta diametrarna Y;i,..., Yy for blodkropp ¢ = 1,...,6
antas folja en ensidig variansanalysmodell

Yij = p+0i + i

av typ II, med vantevirde u, oberoende effekter ¢; ~ N (0, 0?) av blodkrop-
parna, samt oberoende mitfel £;; ~ N(0,02). Resultatet sammanfattas i
féljande tabell, i form av stickprovsmedelvirden Y;. och stickprovsvarianser
s? for mitningarna pa respektive blodkropp:

Blodkropp i | Y;. s?
1 7.5 | 0.020
2 7.1 | 0.015
3 8.2 | 0.025
4 7.4 | 0.018
5 7.9 | 0.022
6 7.5 10.014
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a) Skatta de tva varianskomponenterna o2 och o2. (Ledning: Bérja med
att skatta o2 med hjilp av stickprovsvarianserna. Du kan dven utnyttja att
Y (Y —Y.)?/5=10.152) (5 p)
b) Ange ett 95% konfidensintervall for p. (Ledning: Du har anvéndning av
Y. = (Y1.4+...+Y)/6 = 7.6. Vid beriikningen av medelfelet for skattningen
av p kan du utnyttja rdkningarna i 3a).) (5 p)

Uppgift 4

Lat {Y:} vara en stationdr AR(2)-process, det vill sdga X; = Y; — E(Y;) =
Y, — p ges av

Xt = 1 Xe—1 + 92 X¢—2 + &4, (3)
med oberoende feltermer ¢, ~ N(0,02), medan ¢ och ¢g dr de tva autoreg-
ressionsparametrarna.
a) Lat pr, = Corr(Yy, Yiix) = Corr(Xy, Xyix), K = 0,1,2,... beteckna au-

tokorrelationsfunktionen. Visa att

p1 = ¢1/(1—¢2),
p2 = G2+ ¢1/(1— ).

(Ledning: Borja med att utnyttja (??) och att Cov(Xy,epq) =0 for k& > 0,
for att ge uttryck for vq4 = Cov(X, X¢41) och v = Cov(Xy, Xi42) som
innefattar vo = Var(X;). Uttryck dérefter py med hjalp av v, och 49.) (5 p)

b) Anta att vi har data yi, ..., yr fran tidsserien i 4a). Definiera skattningen
pr av autokorrelationsfunktionen for 0 < k < T. (3p)

c) Anta att vi vill testa nollhypotesen
Hy:¢1=¢2=0.

Vi ser fran 4a) att nollhypotesen medfér p; = po = 0. For att testa om Hy
ar sann kan man bilda teststorheten

Q=T(p} + p3),

dér p; och pg ar skattningarna av p; och po fran 4b), baserat pa T' data-
punkter. Konstruera ett test som for stora varden pa T’ approximativt har
signifikansnivan 5%. (Ledning: Du far utan bevis anvinda att da T &r
stor s& géller approximativt under Hy att p1 och py &r oberoende, samt att

VTpr ~ N(0,1).) (2p)

Uppgift 5

Anta att vi har sex observationer

Y = pirxyi + Paxoi + €, i=1,...,6, (4)
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av en responsvariabel Y; och tva forklarande variabler/kovariater x1; och
To;, for en linjar modell utan intercept, dar 51 och By ar effektparametrarna
for de tva kovariaterna och dir feltermerna e; ~ N (0, 0?) antas oberoende.
Vardena pa de forklarande variablerna for de sex forsokspunkterna aterfinns
i foljande tabell:

1| T | T
1 0
210 0
3 1 1
41 -1 1
51| -1 -1
6 1 -1

Med hjalp av detta dataset vill man prediktera véardet pa en ny observation
Y = fix1 + Poxe + €= p +¢,

dér designpunkten (z1,72) #r kiind, och dir e ~ N(0,0?) ir oberoende av
feltermerna ¢; 1 (77).

a) Harled den tvadimensionella normalférdelningen f6r minsta kvadrat-
skattningen (f1, 32)” av (B1, B2)T baserad pa modellen i (?7). (3 p)

b) Responsvarlabeln for den nya observationen kan predikteras med Yy =
ﬁlle + ngg Anvand ba) for att bestdmma medelkvadratfelet

MSEP = FE [(Y — Y)Q] =F [(Y — Py — 5’21172)2}

for prediktionen av den nya observationen. (Ledning: Ditt svar kommer
att bero pa x1, x2 och ¢2. Du kan utnyttja att predlktlonsfelet Y — Y kan
uttryckas med hjalp av e och skattningsfelen Bl 51 och ,6’2 — [ for de tva
effektparametrarna.) (3 p)

c) Anta att vi istéllet anpassar datamaterialet med sex observationer till en
modell dar endast den forsta kovariaten finns med, dvs

E:ﬂlx1i+6i7 i:17"'767 (5)

dar ¢, = &; + Poxo; ses som feltermer. Visa att man i denna modell far
samma minsta kvadrat-skattning Bl av (31 som i ba), och alltsa en prediktor
lel av den nya observationen Y. Anvand sedan detta till att bestdmma
medelkvadratfelet

MSEP; = B (Y — fi21)?]

for prediktion av Y med hjélp av modellen (??7), som endast baseras pa ko-
variat 1. For vilka virden pa (x1,22) och (31, B2, 02) far man ligre predik-
tionsfel genom att anvénda den mindre (och felaktiga) modellen (??) jamfort
med den korrekta modellen (?77)7 (4p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 44 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




