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Uppgift 1

a) Skriv den centrerade regressionsmodellen som
Yi=a+B(x;—%)+e, i=1,...,16,

med intercept & = a4 SZ. Minsta kvadrat-skattningarna av & och g ges av

& = Y,Y:/16 = 312.0/16 = 19.5, 0
B = S.Yi(xi—z)/ > (x;i —)? =9.0/45.0 = 0.20.
Det ger en skattad halt
LA 168.
d:&—ﬂ'j:19.5—0.2-?—860:17.4 (2)

av typ A-bakterier.

b) Eftersom de tva skattningarna i (1) &r oberoende stokastiska variabler,
foljer av (2) att
Var(é) = Var(a—f8-z)
= Var(a) 4 Var(B3) - 72

o272

0.2
= BT @oa? (3)

_ o1 (1680/16)
= 0\t 10

= 2512502

For att skatta feltermernas varians sa utnyttjar vi att variationskéallan Resi-
dual har 16-2=14 frihetsgrader. Av detta foljer att

5 Kvs(Residual)  19.0
B 14 S

~

= 1.3571. (4)
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Genom att kombinera (3) med (4) sa far vi ett medelfel
d=+v2.5125-6 =+2.5125-1.3571 = 1.8465 = 1.85.

c¢) Ett 95 % konfidensintervall for halten A-bakterier r

Io = (& —too25(14) -d,& +to.025(14) - d)
= (17.4—2.145-1.8465,17.4 + 2.145 - 1.8465)
— (13.4,21.4),

dér virdet pa t-kvantilen fas fran tabell (g g25(14) = \/Fo.05(1,14)).

Uppgift 2

a) Vi borjar med att fylla i antalet frihetsgrader f i den fullstéindiga model-
lens variansanalystabell, med forkortningarna M1, M2 och M3 for de tre
metallerna:

Variationskélla \ f \ Kvs ‘
M1 1] 3.1
M2 1 5.1
M3 1] 89
Residual 16 | 25.0
Totalt 19 | 42.1

b) I forsta FS-steget testas tre olika grundmodeller, var och en med en
forklarande variabel, med ett F-test mot en hypotesmodell som bara in-
nehaller intercept. Eftersom M3 har storst kvadratsumma borjar vi med att
underscka F-kvoten for delmodellen som endast har M3 som foérklarande
variabel. Om vi anvinder denna delmodell som grundmodell far vi enligt
ledningen (med Regression = Avvikelse mellan grund- och hypotesmodell)

Kvs(Regression) = ||fn — fu)?
= Kvs(M3)
— 89,

Kvs(Residual) = Kvs(Residual)yodell med M3

= Y- Al
= KVS(Ml) + KVS(MQ) + Kvs(Residual)FuuSt modell
= 3.14+5.14+25.0
= 33.2,

ddar Y &ar observationsvektorn, och [, ,ﬁ skattningar av dess véantevirde
enligt grund- respektive hypotesmodellen. Eftersom antalet frihetsgrader for
Regression och Residual ar 1 respektive 1 + 1+ 16 = 18 far vi en
_ Kvs(Regression)/1
F-kvot = KgséResidual)/lS

33.2/18
4.825,
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som Overstiger Fyo5(1,18) = 4.41. Darfor forkastas nollhypotesen, svarande
mot att M3 ger ett signifikant bidrag till legeringens hallfasthet.

De andra tva delmodellerna med bara M1 respektive M2 som forklarande va-
riabler har ocksa 1 frihetsgrad for Regression och 18 frihetsgrader fér Residu-
al. Eftersom deras kvadratsummor Kvs(Regression) = Kvs(M1) respektive
Kvs(Regression) = Kvs(M2) for regression #r ldgre och deras kvadratsum-
mor Kvs(Residual) = Kvs(Total) — Kvs(Regression) for residual dr hogre
jamfort med modellen som bara har M3 som forklarande variabel, sa kom-
mer F-kvoterna for bada dessa delmodeller ha ldgre virden &n 4.825. Darfor
véljer vi M3 i forsta steget av FS-schemat.

c¢) Eftersom vi tog med M3 som forklarande variabel i 2b) sa gar vi vida-
re i andra steget av FS-schemat och testar hypotesmodellen med bara M3
som forklarande variabel mot tva olika grundmodeller, som &ven inklude-
rar M1 respektive M2. Eftersom M2 har storre kvadratsumma d&n M1, och
alla prediktorerna dr ortogonala, récker det att undersoka om M2 ska tas
med utover M3, av samma skél som att det i 2b) rickte att testa grund-
modellen med M3 mot hypotesmodellen med endast intercept. Med M2 och
M3 i grundmodellen och bara M3 i hypotesmodellen far vi da pa grund av
ortogonaliteten mellan prediktorerna (se ledningen)

I — s> = Kvs(Regression)yodell med M2 och M3
—  Kvs(Regression)nodell med M3

= [Kvs(M2) 4+ Kvs(M3)] — Kvs(M3)

= Kvs(M2)

— 5.1,
Kvs(Residual) = Kvs(Residual)nodell med M2 och M3
1Y — ]
KVS(Ml) + KVS(ReSidual)F\uust modell
3.1+25.0
= 281,

och en

a = pa|/1
F-kvot = K\%ngesidual)/(l-l-lG)

= 2B81/17 (6)
= 3.085,

som understiger Fyo5(1,17) = 4.451. Dérfor tas inte M2 med i modellen.
Slutsatsten blir att FS-schemat inte tar med nagon fler forklarande variabel

i andra steget utan stannar efter det forsta steget. Den valda modellen har
alltsa bara med M3 som forklarande variabel.
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Uppgift 3
a) Antalet frihetsgrader for residualerna Y;; — Y;. #r 6(4 — 1) = 18. Det ger
en vantevirdesriktig skattning

62 = Myvs(Inom blodkropp)
- 18Kvs(lnom blodkropp)

= 1821 1E] 1 (Yij — Y;.)?

- 18 Zz 1 357
= ? Zz 1 Sz
= §(0.020 4 0.015 + 0.025 + 0.018 + 0.022 + 0.014)
= 0.019
av o2. Eftersom radmedelvirdena
2
Yi=u+8;+& ~ N3 + %)

dr sinsemellan oberoende, kan vi anvinda deras stickprovsvarians for att
beridkna en vintevirdesriktig skattning
o3 + %‘33 = 6%1 Z?:I(}/i‘ V.)?
= +[(75-76)%+(71-17.6)%+ (82—17.6)%+ (7.4 —7.6)
+(7.9 - 7.6)2 + (7.5 — 7.6)?
= 0.152

av Jg + 02 /4. Det ger i sin tur en vintevirdesriktig skattning

1
0152—¥—0147

2
avoé. B

b) Minsta kvadrat-skattningen av p ér i = Y. = 7.6. Eftersom

ot o2
Var(i) = E + ﬁ

kan vi utnyttja rdkningarna i deluppgift 3a) for att erhalla ett medelfel

dzx/ ()

och ett konfidensintervall
IM = /:L + t0,025(5)d
= 7.6+ +/Fpo5(1,5)-0.1592

= 7.6+6.608-0.1592
= (7.19,8.01)

for © med konfidensgrad 95%.
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Uppgift 4

a) Vi utnyttjar ledningen for att ge ett uttryck fér kovariansfunktionen -~y
da k =1,2. Vi borjar med k = 1 och ser att

11 = Cov(X¢, Xiy1) = Cov(Xy, 1 X + p2Xi—1 + €441)
= gblCOV(Xt, Xt) + ¢200V(Xt, thl) + COV(Xt, 8t+1) (7)
= ¢17 + P21

Genom att 16sa (7) med avseeende pa ~; far vi

Y1 = ¢170/(1 — ¢2) <= p1 =71/7 = ¢1/(1 — ¢2). (8)
Vi fortsatter med k = 2 och noterar att

v2 = Cov(X¢, Xit2) = Cov(Xy, p1Xi1 + d2 Xt + 142)
P17 + d270 = Yo(P1p1 + P2) (9)
= 0(81/(1 — ¢2) + ¢2),

dér vi i sista ledet utnyttjade (8). Division med 7 i bada leden av (9) leder
slutligen till

p2 =2/% = ¢1/(1 — ¢2) + ¢o.

b) Lat g = 4 = Ethl y:/T vara stickprovsmedelvirdet av den observerade
tidsserien. Skattningen av kovariansfunktionen ges av

1 T—-k

=7 > (= 9) ek — 1),
t=1
vilket i sin tur ger en skattning
N T—k _ _
bp = T _ it W — U)Wk — 7)
AL T _
0 i1 (e — 0)?

av autokorrelationsfunktionen (korrelogrammet).

c) Eftersom Y; = p+¢; dr oberoende under nollhypotesen sa géller approxi-
mativt, for stora T, att p; och py ér oberoende med v/T'py, ~ N(0,1). Det
medfor att vi approximativt har

Q =T(pi +p3) ~ x*(2)

under Hy. Ett hypotestest som férkastar Hy da Q > x35(2) = 5.99 har
alltsa approximativt signifikansnivan 5%.
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Uppgift 5

a) Vi skriver om den allménna linjéra modellen for datamaterialet pa mat-
risform Y = A + ¢, dir Y = (Y3,...,Ys)T dr observationsvektorn, =

(B1, B2)T parametervektorn, € = (e1,...,g6)7 feltermsvektorn och
0 0
0 0
1 1
A = ] 1 (:121, ZL'Q)
-1 -1
1 -1

designmatrisen. Speciellt ser vi att designmatrisens tva kolumner @1 och -
ar ortogonala, sa att
ATA — 4 0
~\0 4
ar diagonal. Minsta kvadrat-skattaren av effektparametrarna kan skrivas
som . .
Br\ L AT av-1aTv _ a7y [ 21 Y /4
<A2 = (ATATATY = 2ATY = ) ) (10)

Vidare ges den simultana normalférdelningen for Bl och BQ av

() =((2) ) > () (4 )

b) Vi utnyttjar ledningen och skriver om prediktionsfelet som
Y — Py — Pawa = & — (B — Br)w1 — (B2 — Bo) s

Enligt 5a) &r 61 och ,32 sinsemellan oberoende, eftersom kovariansmatrisen i
(11) ar diagonal. Eftersom 51 och 52 endast beror av feltermerna 1, ..., g,
ar dessa skattningar oberoende av feltermen ¢ for den nya observatlonen. Vi
far darfor att

MSEP = Var( )+ x%Var(Bl) + z2Var(f2)
[1 + ”2] : (12)

¢) Den forenklade modellen, dir bara kovariat 1 ingar, kan skrivas som
Y = A.06; + €, dir designmatrisen A; = x; svarar mot forsta kolumnen i
A och dér € = (eq,...,¢e5)7. Vi far dirfor en minsta kvadrat-skattning

B 1
(ATA)'A)Y = yad! Ty =5
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av (1 som Overensstdmmer med (10), eftersom kolumnerna i A #r ortogo-
nala. Prediktionsfelet for den nya observationen, nir det forsta datasetet
anpassats till den mindre modellen med kovariat 1, blir darfor

Y = g = — (B — B1)x1 + oo
Pa motsvarande sétt som i 5a) far vi ett prediktionsfel

MSEP; = Var(e) + x3Var(8,) + 2363
2 2} 2 52 (13)
o [1 + f} + x5/35.
Genom att bilda differensen mellan (12) och (13) ser vi att

2
MSEP — MSEP; = :U%(UZ — B3).

Alltsa ger den mindre modellen en béttre prediktion av Y om z9 # 0 och

0? > 463. Det lonar sig alltsa inte att skatta 82 om denna parameter ir liten

i forhallande till feltermsvariansen o2.



