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Sammanfattning

Value at risk (VaR) dr ett riskmatt som méter den potentiella
forlusten av en investering under en bestdmd tid och med en given
sannolikhet. VaR har under de senaste artiondena blivit ett populért
matt for riskviardering av olika finansiella instrument pa marknaden.
Den har studien amnar till att jamfora skattningar av 5% och 1%
VaR med metoderna: historisk simulering, varians-kovariansmetoden
och GARCH(1,1). Jamforelsen gors genom analys av data fran aktie-
indexet S&P 500. Skattningarna utvarderas dérefter med ett backtest
baserat pa ett tvadelat binomialtest. Studien visar att GARCH(1,1)
ger Overlidgset bast skattningar for 5% VaR oavsett normal- eller ¢-
fordelade €;. De andra tva metoderna misslyckas av olika anledningar
att na upp till 6nskad konfidensniva i vara tester. Detta ar delvis en
effekt av att alla historiska avkastningar tilldelas lika vikt i skattning-
arna av VaR. En observation fran vara resultat dr att VaR skattad
med den historiska simuleringsmetoden och varians-kovariansmetoden
i storre utstrickning beror pa skattningsunderlaget. Om den historiska
avkastningen inte Overensstdmmer nagorlunda med framtida avkast-
ningar, har dessa tva modeller svart att astadkomma skattningar med
en tackningsgrad pa 95% niva som innefattar vart teoretiska vérde pa
VaR. Detta ér inte fallet med GARCH(1,1) som tillater mer fluktua-
tion i observationsunderlaget.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: emmauddholm@hotmail.com. Handledare: Mathias Lindholm, Karl Rékaeus, Jo-
anna Tyrcha.



Abstract

Value at risk (VaR) is a risk measure that measures the potential loss of an investment during a
specific time and with a given probability. VaR has during the last few decades become a popular
measure for risk management of different kind of financial instruments on the market. The
purpose of this study is to compare estimations of 5% and 1% VaR from historical simulation,
the variance-covariance method and GARCH(1,1). The comparison is done by analysing the
share index S&P 500. Afterwards, the estimations are evaluated with a backtest based on a
standard two-sided binomial test. The study finds GARCH(1,1) to be the superior estimation
method for 5% VaR, no matter normal- or ¢-distributed ¢;. The other two methods fail to achieve
significant estimations at the confidence level of our tests. This is partly a due to the fact that all
historical returns are given the same weights in our estimations of VaR. An observation from our
results is that VaR estimated by the historical simulation method and the variance-covariance
method depend a greater deal on the underlying sample data. If the historical returns show
little agreement with the future returns, these two models have difficulties achieving estimations
with a 95% degree of coverage for our theoretical value of VaR. However, this is not the case
with GARCH(1,1) which allows more fluctuations in the observation data.
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1 INLEDNING

1 Inledning

Under tidigt 1990-tal borjade value at risk (VaR) spridas och anvindas flitigt av den finansiella
marknadens aktorer for att méta den risk de stod infér vid en finansiell investering. Detta var
en konsekvens av ett antal globala finanskriser som hade skakat om vérlden och bidrog till att
medvetenheten om de finansiella riskerna 6kade, se [10]. Nu var det inte bara stora vinster som
stod i centrum for investerare, utan dven uppskattningar av riskerna av en viss investering kom
att fa stor betydelse. Det finns idag manga olika metoder for att forséka méata och skatta denna
risk. Vi skulle kunna beskriva begreppet "risk” som en negativ avvikelse fran det, av nagon,
forvantade utfallet. Ekonomisk risk &r ofta associerat med en forlust av en finansiell tillgang,
exempelvis pengar. An idag dr VaR en av de mest kiinda och beprévade metoderna for att mita
dessa risker pa.

Skattningar av VaR dmnar att svara pa fragan ”Hur mycket bor jag som mest kunna forlo-
ra pa den hér investeringen?”. VaR ar ett riskméatt som beskriver den maximala forlusten av en
investering under en given tidsperiod och med en pé férhand bestdmd sannolikhet.

1.1 Bakgrund och syfte

Ju mer komplex finansmarknaden blir, desto svarare blir det att hitta riskméatt som pa ett till-
fredstéllande sitt kan prediktera riskerna forknippade med olika finansiella investeringar. Value
at risk har nu under en langre tid varit ett populart riskmatt for dessa risker. Men hur vél
fungerar VaR egentligen som skattning av finansiella marknadsrisker? Finns det négra mark-
nadsférhallanden som &r mer 6nskvirda &n andra for att kunna goéra en bra uppskattning av
denna risk? Finns det nagon modell som fungerar béttre &n nagon annan och vilka for- och
nackdelar kan dessa modeller téankas ha?

Syftet med denna studie dr att undersoka hur vdl VaR skattar risken av en investering en
dag framover (1-dags VaR) samt om skattningarna skiljer sig mellan vara tre olika berdknings-
metoder. Metoderna vi kommer att anvinda oss av for att skatta VaR &r historisk simulering,
varians-kovariamsmetoden och GARCH(1,1). Dessa kommer i studien att tillimpas pa ett akti-
eindex.

1.2 Avgransningar

Som vid alla studier har vi varit tvungna att gora en del avgrinsningar i vara analyser. Nedan
diskuterar vi dessa avgransningar och vilka konsekvenser de kan ténkas fa pa vara resultat.

Vid analyserandet av skattningarna av VaR med de olika metoderna har vi endast modelle-
rat pa ett enda aktieindex. Detta betyder att resultaten som denna studie presenterar inte kan
ses som generella for dessa modeller da underlaget ar for tunt.

I den historiska simuleringsmodellen och varians-kovariansmetoden har vi rdknat med samma
sannolikhetsvikter for alla observationer. Vi har inte tagit hénsyn till att senare observationer
har en storre paverkan pa morgondagens avkastning och saledes pa skattningen av VaR.

I alla modeller skattar vi &ven expected shortfall (ES) men vi gor endast ett sa kallat backtest
pa var skattning av VaR for att se hur vil denna skattning stdmmer 6verens med verkligheten.
Detta &r dels for att de motsvarande berédkningarna f6r ES &r mer komplicerade, dels for att det
ar VaR vi &r intresserade av i denna studie och saledes far backtesting av skattad ES anses vara
utanfor ramen for arbetet.



2 TEORI

2 Teori

Har presenteras den grundlaggande matematiska teorin som vi anviander oss av i denna studie. |
avsnitten ” Applicering av teorin” beskrivs utforligare hur vi tillimpar denna teori i var analys.
2.1 Normalférdelning, lognormalfordelning och ¢-férdelning
Normalférdelning

En kontinuerlig stokastisk variabel X med tathetsfunktion

1 (z—p)?
(&4 202

fx(x) =

gy , x € (—00,00) (1)

séigs vara normalfordelad med vinteviirde u och varians o2 > 0. Vi skriver X ~ N(u, 0?), se [1, s.
100].

Lognormalf6érdelning

En positiv kontinuerlig stokastisk variabel Y = eX siigs vara lognormalférdelad om X ~ N(u, 02).
Vi skriver Y ~ LN(u, 02), se [1, s. 111].

t-férdelning

En kontinuerlig stokastisk variabel X med téthetsfunktion

r(zg i
\/er(%) (1 + Lﬂj)(erl)/Q’

x € (—00,00) (2)

sigs vara t-fordelad med m frihetsgrader. Vi skriver X ~ t(m), se [3, s. 284].

2.1.1 Applicering av teorin

Vi kommer att anvinda den naturliga logaritmen av var avkastning. Fortsattningsvis i texten
kommer vi endast att bendmna denna som ”avkastningen” (alternativt den logaritmerade av-
kastningen), men det dr da underforstatt att vi menar den naturliga logaritmen av avkastningen.
Vi antar att avkastningarna dr oberoende (dock ej i kapitel 4.4) och likaférdelade. I kapitel 4.3
gbr vi dven antagandet att avkastningarna &r normalfordelade. Detta betyder att var ”vanliga”
avkastning da kommer fran en (oberoende och likafordelad) lognormalférdelning. For att sam-
manfatta detta, lat R; (lognormalférdelad) vara var vanliga avkastning fran dag ¢ — 1 till dag ¢
och P; priset pa vart index dag t. Vi har da

-1 (3)

och gor saledes transformationen

P,
n
P

re=In(1+ R) =1 (4)
for att erhalla avkastningen r; (normalfoérdelad) fran dag ¢ — 1 till ¢. Logaritmerade avkastningar
har flera fordelar framfor vanliga avkastningar. Vi punktar upp de tre viktigaste anledningarna
till varfor man brukar foredra att ridkna med logaritmerade avkastningar istéllet for aritmetiska.
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(i)

Logaritmerade avkastningar &r adderbara over tid vilket gér dem enkla att rédkna med.

For att se detta, lat R,Ek) och rt(k) vara den vanliga respektive logaritmerade ackumulerade
avkastningen efter k perioder (exempelvis dagar, manader eller ar). Vi far siledes att

i =1+ B} = In[(1+ B)(1+ Re-1)(1+ Ria) -+ (1+ Ry_gy)]
=In(1+ Ry) +In(1+ Ry—1) + In(1 + Ry—2) + -+ In(1 + Ry_p11) (5)
=T+ -1+ T2+ g1

(k)

Ett vanligt antagande &r att alla r; &r normalférdelade. Fran (i) far vi da att &ven r;"’ &r
normalfordelad eftersom denna &r en summa av normalférdelade variabler?.

Eftersom P; > 0 och P;,_; > 0 i ekvation (3) och (4), sa far vi en nedre gréns pa R; > -1.
Vi har foljaktligen att 1 + Ry > 0 < In(1 + R;) = ry € (—00,00), vilket fungerar nér r; ar
normalférdelad. Om vi déremot skulle anta en normalférdelning fér Ry, skulle den nedre
gransen pa -1 inte hallas da normalférdelningen ar definierad for alla reella tal. Detta &r
saledes en anledning till att anta en lognormalférdelning for avkastningen istéllet for en
normalfordelning, se [6].

Flera empiriska understkningar fran finansvéarlden visar pa att dagliga logaritmerade avkast-
ningar ofta karaktiseras av fordelningar med tjocka vénstra svansar. Med detta menas att for-
delningen, i ndgon man, avtar langsamt da vi ror oss langsmed z-axeln mot —oo. Detta ar en
anledning till varfér man brukar féredra att modellera finansdata med ¢-férdelningen, da denna
klassas som en tjock-svansad (engelska: heavy tail) fordelning, medan normalférdelningen ar en
typisk fordelning med tunna svansar, se [4]. I figur 1 ser vi en grafisk presentation av en nor-
malfordelning och en t-fordelning. Vi ser att svansarna hos t-fordelningen ar tjockare, det vill
sdga mer utdragna, &n normalférdelningens. Till f6ljd av ¢-férdelningens 6nskvéirda egenskaper
kommer vi att modellera med denna for att sedan jamfora resultatet med normalfordelningen i
den sista modellen (GARCH(1,1), se kapitel 4.4).

0.5
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0.5

03

03

0.2
I
0.2

01
01

0.0
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0.0

(a) Normalfordelning. (b) t-fordelning.

Figur 1. Jamforelse mellan en normal- och t-fordelning. z-axeln: avkastning, y-azeln: densitet.

sats fran grundliggande sannolikhetsteori
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2.2 Value at Risk
"...the maximal loss of a financial position during a given time period for a given probability.",

se [6, s. 326].

Value at risk (VaR) dr ett matt pa den maximala forlust som en (finansiell) investering kan
lida, for en given sannolikhet och under en bestdmd tidsfrist. Enkelt beskrivet ar VaR skillnaden
mellan en portfoljs virde idag (Fp) och den maximala forlust som kan intréffa under ett visst
tidsintervall framéver med en sannolikhet p (vi skriver VaR,), se figur 2. Matematiskt definieras

VaR,, som
VaR, = min{m : P(L <m) > 1 — p}. (6)

dir L #r den si kallade forlustfunktionen? (engelska: loss function) for var investering. Om
forlustfunktionens fordelningsfunktion Fy, &r kénd sa fas VaR, som den (1-p):te percentilen av
denna fordelning. Definitionen av den c:te percentilen av en stokastisk variabel Y &r

Fy'(¢) = min{m : P(Fy(m) > ¢) (7)
dér Fy ér fordelningsfunktionen till Y och Fy- L 4r dess invers® och vi far da att
VaR, = F (1 - p) )
dir F; ! dr inversen av FJ, se [4, s. 166]. En ekvivalent definition som den i (6) ges av
p=P(L>VaR,) =1—P(L < VaR,) (9)

déar L &r vardet pa forlustfunktionen. se [6]

forlust P, vinst

Figur 2. Grafisk tolkning av VaR. Beroende pd hur man definierar forlustfunktionen L, kan man rikna pé vinstra
eller hégra svansférdelningen, resultaten blir alltid samma.

2.2.1 Historisk simulering

Antag att vi har en vektor 7, = (r1,72,...,m,) av (for oss kinda) dagliga historiska avkastningar.
Vi star vid tiden ¢ och gor ett antagande om att 7, kan beskriva de n kommande dagarnas
(vid tiden t okénda) avkastning. Det vill sédga vi antar att 7, &r en realisering av de framtida

2mer om forlustfunktionen i avsnitt 2.2.5

3 Fy maéste vara monotont viixande for att inversen Fy ! ska existera

5



2.2 Value at Risk 2 TEORI

avkastningarna Ry, = (Rit+1, Ri+2, ..., Ritn), ddr Ry4; ar en stokastisk variabel som blir kind
vid tiden t+4¢, ¢ = 1,...,n. Vi gor inget antagande om férdelningen for R;;, utan anvander oss
hér av den empiriska férdelningsfunktionen for de historiska avkastningarna 7, se [5]. Sortera
nu avkastningarna i 7y, s att 7y < rp) < o0 < vy, dar Ty, K = 1,...,n, dr den k:te
lagsta avkastningen i 7,,. Beteckna den sorterade vektorn av avkastningar med 7, och skapa
forlustfunktionen L, som en funktion av r(n).4 VaR,, fas nu som

VaRp = L[n~p]+1 (10)

dér Lp,.,41 betecknar elementet pa plats nummer [n-p] +11 L 5 se [4].

2.2.2 Varians-Kovariansmetoden

Antag att vi har en vektor 7, = (r1,79,...,7,) av (for oss kinda) dagliga historiska avkastningar.
Vi star vid tiden ¢ och gor ett antagande om att 7, kan beskriva de n kommande dagarnas
avkastning. Det vill sdga vi antar att r, ar en realisering av de framtida avkastningarna Ry, =
(R¢t1, Rtq2,- .-, Rivn), dir Ryy; ar en stokastisk variabel som blir kiind vid tiden ¢t + i, i =
1,...,n. Skatta véntevirde, u, och standardavvikelse, o, for avkastningarna i r,. I och med
att observationsméngden bestar av ett andligt antal, n, kan dessa parametrar lampligen skattas
med stickprovsmedelvérdet i ekvation (11) och stickprovsstandardavvikelse som fas som roten

ur ekvation (12)
R _ 1
=7 = - § Ti. (11)

LR SRS Z(” —7)2. (12)

Vi gor nu ett fordelningsantagande dir vi antar att dessa observationer kommer fran en nor-
malfordelning vars parametrar vi skattat i ekvation (11) och (12). Det vill sdga vi antar att
Riti ~N(u,0?). VaR,, fas nu som

VaR, = i+ Ay - 5 (13)

dér A, ar p-percentilen for en standardnormalférdelning, se [7].

2.2.3 GARCH

GARCH star for generalized autoregressive conditional heteroskedasticity och &r som nam-
net antyder en utveckling av ARCH (autoregressive conditional heteroskedasticity)®. ARCH-
effekter betyder att dagens finansmarknads volatilitet beror av tidigare periods volatilitet, se [2].
GARCH-modeller anvéands flitigt i finansvirlden for att fanga upp dessa ARCH-effekter och
modellera tidsserier med varierande varians Gver tiden, sa kallade icke-stationiira tidsserier.”
Lat r,,t = 1,2,..., utgdra en tidsserie av logaritmerade avkastningar och skapa residualerna
a; = ¢ — pug, dir py Ar vintevirdet av r; och a; #r den sa kallade innovationen vid tiden ¢.® An-
tag att innovationerna a; dr oberoende och likafordelade stokastiska variabler med véantevérde 0

och varians 1. a; sdgs da folja en GARCH(p, ¢)-modell om

p q
2 2 2
a; = o€y, o; =ag+ E aai_; + E Bioi_; (14)
i=1 j=1

4vart fall definierar vi L, =r,, da vi skattar 1-dags VaR, mer om detta i kapitel 2.2.5

®|] betecknar heltalsdelen av talet, det vill séga [n - p] < n - p med likhet da n - p &r ett heltal

Sse exempelvis [6] for en djupare diskussion om ARCH-modeller

"En tidsserie siigs vara svagt stationir om E[r;] = p och Cov(rs,mi—1) =y, | = 0,1,2, ..., det vill siga bade
vantevirde och kovarians (och varians da [ = 0) av alla r; &r oberoende av tiden.

80BS: inget antagande om oberoende 7,
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dar
maz(p,q)

ag >0, a5 >0, BjZO, 2 (o + Bi) < 1.
=1

Ett vanligt antagande &r att ¢; ar standardnormalférdelad eller ¢-fordelad, se [6, s. 132].

Prognos av framtida standardavvikelse i GARCH(1,1)
En GARCH(1,1)-modell definieras enligt ekvation (14) som

2 2 2
At = O€g, oy = O + 1G4 + /Blat—l (15)

dérag > 0,01 > 0,1 > 81 > 0, (a1 + 1) < 1. Modellen antar saledes att dagens varians beror pa
nagot variansmedelviirde, g, gardagens residual i kvadrat, a? ;, och gardagens varians, o2 ;.
Antag nu att vi befinner oss vid tiden ¢ och vill férutsiga (gora var bdsta gissning) av o1,
det vill siga morgondagens standardavvikelse for var avkastning. Vi far da enligt ekvation (15)
utseendet pa morgondagens varians som

O't2+1 = ag + aqa? + Bio? (16)
dér ap ar kiind sedan tidigare och ay samt (3 blir kiinda vid tiden ¢ (idag). Séledes fas en skattning
av morgondagens varians som

A2 e A 2 A D ~2 A
Ory1 = Qo + aa; + ﬁlat = 011 = Ot+1 (17)

dar oy, aq, Bl skattas med till exempel maximum likelihood-metoden® i nagon lamplig program-
vara, forslagsvis R.

Beridkning av VaR

Som tidigare ndmnts fas VaR som den p:te percentilen av avkastningens (forlustfunktionens)
férdelning. Med beteckningarna ovan far vi

VaRp = ﬂt + Cp - &t+1 (18)

dér ¢, betecknar den p:te percentilen fér den underliggande fordelningen, det vill séga den
fordelningen som vi antar for €;. Observera att om vi antar att u; # 0 i ekvation (18) sa skattas
dven denna limpligen med maximum likelihood-metoden.'®

2.2.4 Expected shortfall
Expected shortfall (ES) definieras som

P
ES, = 1/ VaR,, du. (19)
b Jo

ES anvinds framst d& VaR inte ricker till i analyserandet av risken vid exempelvis en finansiell
investering. VaR som riskmatt tillhandahaller inte nagon information om hur avkastningens
(vénstra) svans-fordelning (engelska: tail distribution) ser ut utan ger enbart ett virde, ndmligen
p-percentilen av forlustfunktionens fordelning (se kapitel 2.2). Vi far siledes ingen uppfattning
om hur stor den maximala forlusten eller vantevéirdet av forlusten av var investering kan bli om
vi skulle utséttas for en forlust storre &n VaR,,. En sadan forlust befinner sig i det grastreckade

9se appendix
4et vill siga medelviirdesfunktionen, p, féljer nagon ARMA (m, s)-modell, se exempelvis [6]

7



2.2 Value at Risk 2 TEORI

omradet i figur 2 och intréiffar, enligt vara antaganden, med en sannolikhet av p. ES ger ett
medelviarde av denna mojliga forlust. En ekvivalent representation av definitionen i ekvation
(19) &r

1 [P I
ES, = / FiH1—w) du = / Fil(u) du (20)
P Jo pJ1

dar L &r forlustfunktionen och Fp dr dess fordelningsfunktion, se [4].

Ett exempel med historisk simulering

Antag att vi har tva vektorer med 5 dagliga avkastningar i varje vektor

X5 = (—0.020, —0.009, 0.012,0.013, —0.015)
Ys = (—0.010,0.016, —0.009, —0.200, 0.011)

som vi sorterar och erhaller

X(5) = (~0.020, -0.015, —0.009,0.012, 0.013)
Y(5) = (—0.200, ~0.010, —0.009, 0.011, 0.016).

_— X
Antag nu att vi #r intresserade av 40% percentilen, det vill siiga VaRg40.!' Vi far VaRg 4 =

—0.015 och \7a\Ré/.40 = —0.010, dar de upphdjda indexet talar om vilken vektor vi menar. Detta
betyder att vi med 40% sannolikhet kommer att forlora 1.5% respektive 1.0% eller mer av
var investering nastkommande dag, men vi vet inte hur mycket mer vi kan forlora genom att
enbart ta hansyn till var framriknade VaR. Vi skattar saledes ES for att fa en uppfattning om

— —— X

vad forlusten kan uppga till. ES rédknas ut som medelvirdet av alla x; < VaR, 4, respektive
_——Y

yl S VaR0.40, Z - 17 e ,5.

X —0.020—0.015
ESpag = —— 5 = ~0.0175

—~Y —0.200 — 0.010

ESg 40 = — = —0.1050,
det vill sidga index X5 kan ge en daglig medelforlust pa 1.75% och index Y5 kan ge en daglig
medelforlust pa 10.50%. Detta exempel framhéver framforallt tva saker som ar viktiga att po-
angtera. For det forsta, genom att endast ta hénsynt till VaR som riskméatt, hade en okunnig
investerare troligtvis ansett att det smartaste investeringsdraget &ar att investera i index Y5 i och

_——Y _— X
med att VaRg 49 < VaR 49. Den mer erfarna investeraren hade ocksa végt in virdet av ES och

sett att \@540 >> \@540 och da det ir lika stor risk att forlora, valt index X5.12 Sa trots
att virdet pa VaR ar mindre for ett index eller en investering behover detta inte betyda att vi
forlorar mindre nér vi vl gar med forlust. Det andra som &r vért att notera ar att ES ar just
ett medelvirde av forlusterna som ar storre &n VaR. S& enligt detta mycket forenklade exempel,
finns inte det skattade ES att finna som en mojlig forlust bland de historiska observationerna.

2.2.5 Applicering av teorin

Forlustfunktionen i kapitel 2.2 och 2.2.4 beskriver forlusten eller risken av en investering under
en viss tidsperiod matt i nagon valuta. I denna analys underscker vi endast daglig VaR, vilket
betyder att vart L i ekvation (9) &r forlusten under en dags tid. I och med detta korta tidsin-
tervall bortser vi fran diskonteringar och réntor som man bér ta hansyn till vid studerande av

1OBS: Detta #r endast fiktiva virden. Man &r sillan intresserade av VaR p& denna niva.
12 Jessa investerares gillar inte att ta alltfor stora risker och vill dérfor inte forlora mycket pengar men ténker
mindre p& att vinna stort, s& kallad riskaversion (engelska: risk averse)
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2.3 Statistiska test 2 TEORI

langre tisperioder.

I foljande analyser kommer vi att anvdnda VaR och ES lite annorlunda &n de &r definierade
i kapitel 2. VaR och ES é&r definierade som den maximala potentiella forlust respektive vénte-
viardet av denna, under en viss period och med en viss sannolikhet, matt i ndgon valuta. I vara
analyser kommer vi istéllet att referera till VaR och ES som en procentuell forlust pa grund av
att vi raknar pa (logaritmerad) avkastning och inte absoluta penningbelopp. Var forlustfunk-
tion, L, kan alltsa definieras som forlusten av en investering métt i procentuella (relativa) termer
gentemot det investerade kapitalet; det vill sdga var avkastning. En orsak till detta &r att vi inte
rdknar med nagot bestdmt investerat belopp, utan alla kalkyler redovisas i procentuella andelar.
Vi har alltsé L = r¢, men vanligt ar att man later L = —ry f0r att fa ett positivt virde pa VaR
och ES. Vi har i denna studie istéllet valt att rdkna med negativa vérden, resultaten bli &nda
samma. Lat oss anta att vi far en skattning av 5% VaR till —0.1. Med vart tillvigagangssatt i
denna studie betyder detta att vi med 95% sakerhet kan siga att vi som mest kommer forlora
10% av vart investerade kapital.'3 Sa om vi exempelvis har investerat 10000 kronor, sa kom-
mer vi i 95% av fallen att fa tillbaka 90% eller mer av vart investerade kapital. Alltsé, enligt
”/st\andard”—metoden sa skulle VaRg g5 = 9000 kronor, medan vi i denna analys istillet skriver
VaRgos = —0.1.1 Viktigt att papeka dr att vi anvinder det vedertagna spraket kring VaR
och ES i texten, s& om vi siger att skattningen dr "hogre” sa dr den ldgre (mer negativ) i var
skala métt och vice versa. Vi bendmner saledes alltid skattningarnas storlek métt i den positiva
forlusten (i absoluta tal).

Som tidigare ndmnts s& kommer vi att begrénsa oss till att rdkna pa 1-dags VaR i denna studie.
I ekvation (15) kommer vi att anta att ¢ kommer fran en standardnormalférdelning eller en
standardiserad ¢-fordelning!®

2.3 Statistiska test

Héar presenteras 6vergripligt den matematiska bakgrunden for de statistiska test vi anvénder oss
av i var analys.

2.3.1 Ljung-Box test

Ljung-Box testet fran 1978 dr en utveckling av Box-Pierce test!6 fran 1970. Ljung-Box test kan
anvindas for att undersoka om det existerar nagon signifikant autokorrelation i en dataserie.

Teststatistikan ges av
g
Qm) = T(T+2) )" = ~x*(m) (21)
=1

déar T &r antalet observationer i dataserien, m &ar antalet frihetsgrader och g; dr den skattade
korrelationen mellan 7; och 7;_;. Under nollhypotesen antar vi att alla r; &r oberoende och
likafordelade, sa Q(m) blir saledes asymptotiskt x?(m)-fordelad med m frihetsgrader.!” Testet
provar foljaktligen hypoteserna

Hy:alla pp, =0, k=1,...,m, Hy:pp #0, for nagot k=1,...,m. (22)

130BS: Vi anvénder oss av logaritmerade avkastningar i denna rapport, men eftersom e ! ~ 0.90 = 90%, s&
blir resultaten snarlika.

OBS: Detta ir endast fiktiva virden. 1-dags VaRo.05 = —10% #r vildigt extremt.

om x, 4r den p:te percentilen for en t-fordelning, s& ér x,//n/(n — 2) den p:te percentilen fr en standar-
diserad t¢-fordelning, dér n dr antalet frihetsgrader, se [6]

165e exempelvis Tsay

17f6r definition av x?(m)-fordelningen, se exempelvis [1]



2.3 Statistiska test 2 TEORI

H) forkastas med konfidensgraden 1—p om Q(m) > X]%(m), dér p ar den onskade signifikansnivan
for en x2(m)-fordelning. Da Hy forkastas siger vi att vi har fatt ett signifikant resultat i testet,
se [2].

2.3.2 ACF

Autokorrelationsfunktionen (engelska: autocorrelation function (ACF)) i en tidsserie beskriver
(auto)korrelationen mellan tvéa ingadende datapunkter och definieras som

_ Cov(re,re—1) '
\/Var(r) Var(ry_;)

P (23)

Viardet av denna funktion ligger alltid mellan —1 och 1. D& | = 0 antar funktionen sin Gvre
grans, vi far ndmligen téljaren Cov(re, r¢) = Var(ry) och hela uttrycket i ekvation (23) forenklas
till 1, se [6, s. 30].

2.3.3 AIC och BIC

AIC (Akaike information criterion) och BIC (Schwarz-Bayesian information criterion) ar tva test
som brukar anvindas for att ta fram den bést anpassade modellen for en samling datapunkter,
se |6, s. 48]. Dessa tva kriterium brukar definieras som

AIC=-2-In(L)+2-k (24)
BIC = -2 -In(L) + 2 - In(n)

dér In(L) ar loglikelihoodfunktionen, n &r antalet observationer i dataunderlaget och k &r antalet

skattade parametrar i den anpassade modellen, se [8]. AIC och BIC ska vara sa laga som mojligt

for basta uppnadda modellanpassning, se [6, s. 49].

2.3.4 Backtest

Backtesting dr en metod som anvénds for att kontrollera en modells skattningar och resultat mot
verkliga utfall. Man tillampar sina skattningar fran modellen pa ett referensunderlag av verkliga
observationer och understker om resultatet stimmer 6verens med det férvintade utfallet. Detta
gors med en viss bestdmd signifikansnivd och man drar dérefter slutsatsen att modellen kan
anses beskriva verkligheten med denna onskade noggranhet, alternativt att modellen inte kan
det och bor justeras eller forkastas.

Antag att vi har en dataméingd med dagliga (logaritmerade) avkastningar {r;} och till var och
en av dessa har vi ett korresponderande varde pa skattad daglig VaR. Skapa forlustfunktionen
L; som en funktion av {r;} och definiera

1 om L; > VaR;
Yi= { 0 om L; < VaR; (25)

dér Y; ar en indikatorvariabel som riaknar antalet gnger som forlusten &r storre &n den skattade
VaR; och i #r antalet dagar.'® Vi antar nu att alla Y; dr oberoende. D4 blir Y; oberoende och
likaférdelade Bernoullivariabler som antar viardet 1 med sannoliket p och 0 med sannolikhet 1—p.
Vi far att

i=1

80OBS: eftersom vi har definierat L, = r; sa far vi omviinda tecken i ekvation (25), men resultatet blir terigen
samma
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dir n #r antalet observerade avkastningar. Vi kan siledes utfora ett tvasidigt binomialtest!? for
att se om denna summa kan antas komma fran en binomialférdelning med de angivna paramet-
rarna, se [5]. Detta test stts upp av hypoteserna Hy : p = po samt den alternativa hypotesen
Hy : p # pg, dir pg = 0.05 eller 0.01. Om testet visar pa att summan kan antas komma fran
en binomialférdelning med parametrarna n och p, kan vi inte férkasta nollhypotesen pa signifi-
kansnivan p. Detta ska tolkas som att det inte finns tillrdckligt med information for att kunna
forkasta Hp. Vi accepterar saledes nollhypotesen pa denna niva och drar slutsatsen att VaR,
ligger tillréickligt ndra det sanna virdet av VaR,, pa den givna signifikansnivan i testet. Vi séiger
att resultatet av testet dr ej signifikant alternativt icke-signifikant, se [1].

195e appendix
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3 METOD

3 Metod

I detta kapitel beskriver vi 6vergripande hur vi har gatt till viga for att 16sa var fragestéllning.
Vi redogor kort for vilken data vi anvint oss av i analysen, antalet observationer samt vilka
modeller vi valt att analysera var data med och en motivering till varfor.

Vi har genom litteraturstudier inhdmtat information och kunskap om de tre analysmodeller-
na som kommer att anvindas i denna studie (se kapitel 2.2 for beskrivning av modellerna).
Dérefter har vi applicerat den inh&mtade teorin pa vér serie med avkastningar fran indexet S&P
500 (se kapitel 3.1). Nér vi fatt fram vara skattningar av VaR har dessa sedan testats med
backtesting (se kapitel 2.3.4) for att se hur vil de 6verensstdmmer med verkliga utfall. Alla sta-
tistiska berdkningarna har utférts i programmeringsspraket R. Déarefter har resultaten jamforts
och diskuterats i kapitel 5.

3.1 Data

I denna studie kommer vi att analysera historisk data fran det amerikanska aktieindexet S&P
500. Data adr hamtad fran NASDAQ’s hemsida, www.nasdaq.com. Indexpriserna &r fran pe-
rioden 2009-04-27 till 2014-04-14, totalt 1250 vérden. Priserna transformeras om till dagliga
logaritmerade avkastningar innan de implementeras i modellerna.

3.2 Stickprovsstorlek

Antalet observationer som tas med som underlag for vara skattningar har stor betydelse for
hur vara resultat blir. Lat oss ta ett enkelt exempel. Anta att vi har 10 observerade historiska
avkastningar av var finansiella tillgang som ett skattningsunderlag. Dessa 10 observationer antas
da kunna beskriva alla mojliga utfall for framtida héndelser. Man inser utan stérre anstrangning
att detta underlag ar otillriackligt for att fa relevanta skattningar for framtida avkastningar. Om
vi istéllet har 1000 observationer, har vi med allra storsta sannolikhet en storre variation i var
observationsdata och vara skattningar bor bli mer anvindbara.

En annan faktor som paverkar vara skattningar och darfor ar viktig att ta hansyn till ar vilken
tidsperiod var data dr inhdmtad ifran. Om vi vill skatta avkastningen for imorgon och pa sé
satt fa fram var VaR, bor vi anvinda oss av ett underlag som i allra hogsta grad (i sa stor
utstrackning som mojligt) kan anses beskriva framtidens hiandelser val. Ett tydligt exempel ar
om vi i var skattning av morgondagens VaR endast anvinder oss av historisk data fran den
globala finanskrisen 2007-2008, d& vardeférandringen fran dag till dag var konstant negativ och
aktiemarknaden 6ver lag gick med forlust. En VaR skattad fran detta underlag, med exempelvis
historisk simulering, skulle visa pa stora mdéjliga finansiella forluster och troligtvis inte ge en
rattvis bild av en dagsmarknad som inte befinner sig i en ekonomisk kris. Vi kommer inte att
underdka detta vidare i denna analys, utan nodjer oss med att forsdkra oss om att inga extrema
observationer utgor storre delen av vart anvanda historiska dataset.

Vi kommer i denna analys att anvanda oss av 500 respektive 1 000 observerade historiska avkast-
ningar av indexet S&P 500. De 500 datapunkterna &r ifrdn perioden 2011-04-19 till 2014-04-13
(dag 501 till 1000 i figur 3) och de 1000 datapunkterna &r ifran 2009-04-27 till 2014-04-13 (dag
1 till 1000 i figur 3). Vi tillampar sedan vara skattningar pa de 250 ndstkommande dagarna,
det vill sdga perioden 2013-04-17 till 2014-04-14, for att se hur bra vara skattningar stdmmer
overens med det verkliga utfallet. Denna period utgors av den réda linjen i figur 3 och &ar den
period pa 250 dagar som vi alltid kommer att jamfora vara skattningar mot i kapitel 4, vart sa
kallade referensunderlag.
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varde (SEK)
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(a) Pris av S&P 500 under perioden 2009-04-27 till 2014-04-14, 1250 dagar.

0.00 0.04

avkastning

-0.06

I I I I I I
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dagar

(b) Logarimerad avkastning av SEP 500 under perioden 2009-04-27 till 2014-04-14, 1250 dagar.

Figur 3. Svart kurva: skattningsunderlaget. Réd kurva: referensunderlag. Fix period 500 observationer: dag 501
till dag 1 000 pa x-azeln. Fix period 1000 observationer: dag 1 till dag 1 000 pd x-azeln.

Fix och rullande observationsperiod

Varje modell kommer att analyseras med en fiz observationsperiod av historiska avkastningar.
Dérefter gors analysen om och for varje dag som gar laggs den nya observerade dagsavkastningen
till samtidigt som den &ldsta tas bort. Den senare kallar vi for rullande observationsperiod. Detta
gor vi for att undersoka om vi kan forvinta oss béttre skattningar om vi kontinuerligt uppdaterar
observationsunderlaget med den senaste observationen. Dessa tva analyser kommer att goras for
bada observationsstorlekarna, 500 och 1 000, utom dé& vi skattar VaR med GARCH. D& kommer
vi endast att anvinda oss av 500 observerade datapunkter (se figur 3 6ver vara anvianda data).

Modellerna baserade pa den rullande observationsperioden kommer saledes att anvinda ob-
servationerna fran den réda kurvan i figur 3 for att skatta VaR och ES. Observationsperioden
“rullar” ett steg framat for varje dag som gar och vi far ett intervall av data som kan beskrivas
med algoritmen [a1001_n+t,a1000+t]fi%, déar n = 500 eller n = 1000 beroende p& hur méanga
observationer vi har i skattningsunderlaget. Har talar ¢ om hur manga dagar in pa den roda
kurvan vi stegat oss, det vill sdga ¢t = k motsvarar dag 1000 + k£ pa z-axeln i figur 3.

Metod 1 (M1) och Metod 2 (M2)

I Metod 1 och Metod 2, hddanefter kallade M1 respektive M2, syftar ordet ”metod” till metoden
som observationsunderlaget ar genererad pa. Vi kommer i denna studie att anvénda oss av en
icke-simulerad avkastning (M1) och en simulerad avkastning (M2).

13



3.2 Stickprovsstorlek 3 METOD

M1

Lat 7, = (Pt—nt1,Tt—nt2,--.,7¢) vara en vektor med n pa varandra foljande dagliga historiska
avkastningar med den sista observationen idag, vid tiden ¢. Detta &r utseendet pa vart obser-
vationsunderlag med M1 dér n &r lika med 500 eller 1000 beroende pé vilken stickprovsstorlek
vi modellerar med. Nu skattar vi som vanligt VaR,, och ES,, med historisk simulering, varians-
kovariansmetoden och GARCH(1,1), baserat pa avkastningarna i r,, och med vald signifikansniva
p. Detta betyder att vi i M1 kommer att anviinda alla 500 respektive 1000 observationer for att
skatta VaR och ES. Vi gor saledes ett antagande om att verkligheten kommer att upprepa sig
(néstintill) identiskt med vara historiska data.

M2

Metod 2 &r aningen mer komplicerad och vi punktar upp proceduren for att géra denna tydli-
gare. Lat forst r,, = (r4—n41,7t—nt2,...,7¢) vara en vektor med n pa varandra foljande dagliga
historiska avkastningar med den sista observationen idag, vid tiden t. r,, ar alltsad den avkastning
vi anvander i M1.

(1) Dra m stycken element med aterlaggning fran r,.

(2) Bilda en ny vektor r}, = (r7,75,...,r5,), dér ri, k = 1,...,m, &r den k:te dragna avkast-

r'm
ningen fran r,,.

(3) Skatta \73}{1, och E\Sp med historisk simulering, varians-kovariansmetoden eller GARCH,
baserat pa avkastningarna i 7.

(4) Upprepa punkt (1), (2) och (3) 1000 ganger.

I M2 kommer vi saledes att simulera en "ny” avkastning fran vart aktieindex genom slumpmés-
sig dragning och aterldggning av vara avkastningar i 7,. I var studie kommer vi lata m = n
som aterigen ar lika med 500 eller 1000 observationer beroende pa vilken stickprovsstorlek vi
analyserar. Den slutgiltiga skattningen pa VaR och ES fér M2 tas som medelvirdet av alla 1000
simuleringar, ndmligen

1000

— 1 —
VaR, =+ ; VaR,, (27)
- 1 1000 -
ES, = —— S ES, 2
Sp 1000 pa SP»] ( 8)

dar \Eﬁp,j respektive E/)Spvj ar skattningen av VaR,, respektive ES, fran den j:te simuleringen,
med signifikansniva p.

For den historiska simuleringsmodellen och varians-kovariansmetoden kommer vi att anvin-
da bade M1 och M2 for att generera vara observationsdata och skatta VaR och ES, medan vi
for GARCH(1,1) endast kommer att anvianda oss av M1. I figur 4 ser vi en sammanfattning av
de olika modellerna vi kommer att testa i var analys.
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Modell
Historisk simulering, varians-kovariansmetoden, GARCH

N ~

[Pix observationsperiod ] Rullande observationsperiod

500 obs, 1000 obs. 500 abs., 1000 obs.

/ \

oo oEcoh

Figur 4. Modellindelning. OBS: som ovan namnts modelleras GARCH(1,1) endast med M1 underlaget av de
500 observationerna.

3.3 VaR-modeller

De tre modellerna vi valt att anvinda for att skatta VaR &r historisk simulering, varians-
kovarionsmetoden och GARCH(1,1). Det tva foérstndmnda modellerna dr relativt enkla i sin
utformning och teori medan den tredje &r mer komplicerad.

Historisk simulering har férdelen att den inte kréver nagot fordelningsantagande for det histo-
riska dataunderlaget. Modellen tar d&ven hansyn till eventuella extremvérden i data till skillnad
fran exempelvis varians-kovariansmetoden. Dock ar en nackdel med den historiska simulerings-
modellen att den endast kan anta historiska virden som redan intréffat. Bade den historiska
simuleringsmodellen och varians-kovariansmetoden &r frekvent anvénda i praktiken pa grund
av att de ar ldtthanterliga och enkla att forsta. Nagot som brukar ses som en nackdel med
varians-kovariansmetoden ar att denna ofta antar en normalférdelning fér avkastningen, vilket
manga kritiker menar inte stimmer 6verens med verkligheten, se [5]. Ddremot bidrar detta till
att varians-kovariansmetoden blir mycket latt att rdkna pa. Genom att skatta medelavkastning-
en (véntevérdet) och standardavvikelsen kan man snabbt berdkna den sokta percentilen (VaR,)
med hjélp av standardnormalférdelnings-percentilen for énskad percentil p.

GARCH(1,1) &r den enklaste och mest anvind GARCH-modellen i finansvérden, se [6]. Denna
modell ar mer invecklad &n de tva tidigare beskrivna, d& den innehéaller en predikterande effekt.
De tva forstndmnda modellerna anvénder sig av historiska data for att antingen simulera nya
avkastningsmonster av de historiska véirdena eller skatta vinteviarde och standardavvikelse for
att dérefter ta fram den antagna (normal)férdelning. GARCH-modellen gar steget ldngre och
gor en kvalificerad gissning (skattning) av morgondagens standardavvikelse for att berdkna VaR,
se kapitel 2.2.3.
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4 Analys och resultat

I detta kapitel presenteras och redovisas den huvudsakliga analysen och resultaten kopplade till
var fragestéillning. Vi kommer att inleda med en enklare analys av stickprovsstorlekens betydelse
for att sedan ga in pa de enskilda VaR-modellerna och deras resultat.

4.1 Stickprovsstorlek

Som tidigare ndmnts sa har antalet observationer som tas med som underlag for vara skatt-
ningar betydelse for vart resultat. Det &r darfor av lika stor vikt att fundera 6ver hur stort
skattningsunderlag som behdvs for att utfora en viss analys och ur denna fé ett rattvisande och
tillforlitligt resultat. Har vi en bra modell men inte ett tillrackligt omfattande observationsun-
derlag, kan resultaten &nda bli skeva och opalitliga. Detta kan dven ske om man har alldeles for
for stort dataunderlag, da observationerna fran langre tid tillbaka eventuellt inte ldngre ger en
korrekt bild av verkligheten. Vi foreslar darfor att vi gér en analys av hur manga observationer
som kan utgdra ett lampligt skattningsunderlag i vara modeller. Vi kommer i denna analys att
begrénsa oss till normalférdelad data med oberoende observationerna samt en noggrannhet péa
95%, det vill sdga p = 0.05. Observera att detta inte alltid ar fallet i var huvudanalys dar vi
skattar VaR, men det kan &nda ge en fingervisning om hur ménga observationer som bor tas med.

Vi borjar med att generera 5000 normalférdelade variabler med véntevirde 0 och standar-
davvikelse 0.02, X; ~ N(0,0.02), : = 1,...,5000. Vanteviarde och varians ar godtyckligt valda
och ska representera ungefarliga virden fran en verklig dagsavkastning av ett finansiellt index.
Stickprovsstorlekarna vi kommer att undersoka ar k& = 10, 100, 500, 1 000, 5 000. For varje k gor
vi foljande:

1) dra k stycken element med aterlaggning fran mangden av alla simulerade X;, 7 = 1,...,5000,

3

(1)
(2) skatta 5% VaR utifran dessa k dragna virden och bendmn denna \78,\1:{0.057]', 7 =1,...1000,
(3) upprepa punkt (1) och (2) 1000 ganger,

(4)

4

skatta medelvirdet av VaR utifran de 1 000 simuleringarna enligt ekvation (27). Vi far saledes

— k
k stycken skattningar av VaRg 5. Lat oss beteckna dessa VaR o5, dédr k ar stickprovsstor-
leken som skattningen ar baserad pa.

Vi vill nu jamfora \72;?{305 med det verkliga virdet pa VaRgs och borjar for enkelhetens
skull med att sétta ett pa forhand fixt intervall som skattningen tillats att variera emellan.
For att fa ett tillrickligt snévt intervall tillater vi endast en variation av 1/4 av standardav-
vikelsen, det vill siga 0.02/4 = 0.005 och saledes en variation av 0.0025 at varje hall fran
det sanna VaRyg 5. Det sanna vardet av VaRg g5 = —0.0322l\och intervallet sétts saledes till
Itip = (—0.03477,—-0.02977). I figur 5 plottas skattningen VaRg g5 ;, for varje simulering. De
grastreckade linjerna visar konfidensbandet, I¢;,, och det roda ar medelvirdet av alla skattade

VaR, \7a\R§.05. Observera att det ar olika skala pa axlarna, men det gra bandet har alltid samma
bredd. Notera &ven att medelvérdet ticks av konfidensbandet for alla k utom k& = 10. Vi ser att
precisionen blir béattre allteftersom k blir stérre. Detta ses extra tydligt om vi jamfor figur 5a
och 5f, dar simuleringarna fér £ = 1000 (5f) har plottats i samma skala som simuleringarna for
k = 10 (ba). I figurtexten kan &ven ses hur manga procent av utfallen som hamnar inom den
tillatna variationen for varje k.

I tabell 1 finns alla skattade medelvirden av VaR samt ett 95% konfidensintervall®® (Iyv.gr)

20¢-fordelat konfidensintervall, se appendix for definition
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for dessa skattningar. Observera att detta inte dr samma konfidensintervall som ovan. Den sista
kolumnen i tabellen anger om det sanna virdet pa VaRg g5 ligger inom konfidensintervallet och

——k
om vi saledes kan anta att VaRg,; = VaRoos = —0.03227 eller forkasta detta pa 5% signifi-
kansniva. Vi ser att for k < 100 far vi ett signifikant resultat och vi kan saledes forkasta denna
hypotes. Det vill séiga en observationsstorlek pa 100 eller farre ger inte tillforlitliga virden pa

@0_05 i detta test. For k£ > 500 ddremot kan vi inte forkast hypotesen att \@305 = VaRy o5
pa 5% signifikansniva. Vi ser att for k > 500 far vi en skattad VaR som ligger vildigt nara det
verkliga virdet. Detta kan sjdlvklart variera en del fran simulering till simulering, men vi bor
med stor sannolikhet kunna sidga att for £ = 500, 1000, 5000, kommer vi att fa en tillrackligt
bra skattning av VaRg.5. Andelen utfall som tdcks in av vart konfidensintervall Iy;, dr dven
de hoga for dessa virden pa k. I figur 6 ser vi medelvirdet av VaRg g5 for alla k, det vill sdga

@lg.ow,j =1,...,1000 enligt tidigare beteckningar dar j aterfinns pa x-axeln. De gra och r6-
da linjerna dr samma som i figur 5. Vi kan se att for K = 10 hinner inte VaR stabilisera sig kring
ett virde efter 1000 simuleringar, utan ger ett spretigt och osékert intryck. For k = 100 kan vi
ana en konvergens mot nagot medelviarde. Vid k& = 500 och £ = 1000 stabiliseras den skattade
VaR snabbare samtidigt som den ligger vildigt ndra det sanna vérdet, medan for £ = 5000
konvergerar denna ytterligare lite snabbare.

Stickprovsstorlek, & @5.05 Ivar VaRg.05 € Ivar
10 -0.02887  (-0.02962, -0.02812) Nej
100 -0.03157  (-0.03180, -0.03133) Nej
500 -0.03231  (-0.03241, -0.03220) Ja
1000 -0.03226  (-0.03234, -0.03219) Ja
5000 -0.03230  (-0.03234, -0.03227) Ja

Tabell 1. Skattat medelvirde av VaR pd 5% nivd samt 95% konfidensintervall (Ivar) for dessa. Verkligt virde
pd VaRo.05 = —0.03227.
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Figur 5. Skattad VaR. Fiat konfidensband, Iy, (grastreckad linje). \Taﬁgos (rédstreckad linje). z-azeln: antal
stmuleringar, y-azeln: avkastning. OBS: olika skalor pd azlarna.
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Figur 6. Medelvirde av skattad VaR, \fﬁ{g‘ow,j = 1,...1000. Fizt konfidensband, If;., (gristreckad linje).

k&
VaRy o5 (rodstreckad linje). x-azeln: antal simuleringar, y-azeln: avkastning. Samma skala pd alla azlar.

19



4.2 Historisk simulering 4 ANALYS OCH RESULTAT

Slutsatsen vi drar av denna analys ar att stickprovsstorleken bér besté av minst 500 observatio-
ner. Vi kommer i vara modeller att anvinda oss av stickprovsstorlekarna 500 och 1 000, da dessa
har visat sig ge tillrackligt bra resultat for vart &ndamal. Anledningen till att vi inte anvénder
oss av 5000 observationer ar av det enkla skilet att simuleringarna tar langre tid, samt att vi
gor bedomningen att den extra tid det tar att anvénda alla 5000 observationer i var analys inte
ger nagra markvardigt battre eller annorlunda resultat. Ytterligare ett skél till att bara anvianda
oss av 1000 historiska observationer som mest ér att dessa observationer representerar ungefar
4 ar av borsdagar medan 5000 observationer skulle representera ungefar 19,5 ar av borsdagar.
Detta kan for finansvarlden, och saledes for var analys, vara ett for brett aldersspann med data.
Risken finns att de dldsta observationerna inte lingre beskriver nutidens marknad pé ett korrekt
satt eller att dataserien &r icke-stationér.

4.2 Historisk simulering

Vi bérjar var analys med den historiska simuleringsmodellen beskriven i kapitel 2.2.1.

4.2.1 Fix observationsperiod

Vi skattar VaR med 500 respektive 1000 historiska observationer av avkastningen fér S&P 500.
Denna simulering upprepar vi 1000 ganger. Figur 7 nedan visar tétheten (fran en simulering)
av den skattade fordelningen som vi far genom historisk simulering samt férdelningen for det
verkliga utfallet de 250 nastkommande dagarna. Den skattade 5% percentilen och 1% percentilen
utgors av de tva vertikala linjerna. Den gré linjen i figuren ar tétheten fér de 500 respektive
1000 historiska observationerna. I tabell 2 sammanfattas skattningarna fran de olika modellerna.

3 4 M1 8 M1
- M2 - M2
o _| o _|
n wn
o _| M o _| M
< o <
(%} 1%}
] g
2 8+ 2 84
[ [
o _| o _|
N N
o o
- -
o 4 o -
T T ! T T !
-0.05 0.00 0.05 -0.05 0.00 0.05
forandring férandring

Figur 7. Resultat frén en simulering. Observerad avkastning (svarta staplar), skattad tathet (svartprickad kurva,
grd kurva), 5% VaR (rodstreckad linge), 1% VaR (rédprickad linje). Vinster: 500 observationer. Hoger: 1000
observationer.

Siffrorna inom parantes dr den procentuella andelen av de verkliga utfallen, de forluster, som
4r mindre dn VaR. Vi ser att den historiska simuleringen verkar underskatta VaR for bada
observationsstorlekarna och precisionsnivaerna. Fran vart backtest far vi signifikanta resultat
for alla skattningar av 5% VaR, dér de icke-signifikanta resultaten fran modellerna i backtestet
markerats med en asterisk. Vi ser dock att for skattningarna pa 1% VaR sa ar alla verkliga
forluster lagre &n VaRg 1. Trots detta kan vi inte forkasta hypotesen att p = 0.01 i vart backtest,
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4.2 Historisk simulering 4 ANALYS OCH RESULTAT

och saledes att \7a\R0‘01 = VaRg.01 pa 95% konfidensniva. Skattningarna skiljer sig valdigt lite
mellan M1 och M2.

VaR ES
Antal observationer 5% 1% 5% 1%
M1 500 20.0188 (98.4%) -0.0324 (100%)* -0.0291 -0.0464
1000 -0.0191 (98.4%) -0.0315 (100%)* -0.0276 -0.0409
M2 500 20.0191 (98.5%) -0.0341 (100%)* -0.0287 -0.0443
1000 -0.0189 (98.4%) -0.0313 (100%)* -0.0274 -0.0400

Tabell 2. Sammanstillning av skattade storheter med historisk simulering. De vdrden som markerats med en
asterisk dr de modeller ddr ingen signifikans foreligger i vart backtest pa 5% signifikansnivd, det vill siga dar vi
wnte kan forkasta att VaR, = VaR,, p = 0.05 eller 0.01, pé 95% konfidensnivd.

4.2.2 Rullande observationsperiod

Vi gor samma analys som ovan, men denna gang uppdaterar vi observationsperioden med den
nya dagsavkastningen nér denna blivit kind. Samtidigt tar vi bort den &dldsta datapunkten fran
datasetet sa att vi hela tiden behaller samma antal observationer i underlaget.?! Resultatet
ses i figur 8 och figur 9. De svarta staplarna utgor det verkliga utfallet av indexet S&P 500
under perioden 2013-04-17 till 2014-04-14 (r6da linjen i figur 3). De réda och orangea linjerna
ar de skattade VaR och ES baserat pa 500 historiska observationer (figur 8) respektive 1000
historiska observationer (figur 9) med M2. De tunna svartstreckade linjerna ar samma skattning
men med M1, det vill siga hela dataunderlaget utan simulering.?? Den ljusgrastreckade linjen
representerar den skattade VaR for endast en fix observationsperid, det vill siga samma virde
som i analysen ovan. Vi kan se att VaR och ES skiljer sig véldigt lite mellan M1 och M2 (se tabell
3). Som véntat paverkas VaR och ES mer av ny datainformation vid farre observationer, vilket
ses tydligt i figur 8. JAmfor vi detta med figur 9, déar den nya information bara utgér en tusendel
av informationen i skattningsunderlaget, ser vi att skattningarna forandras langsammare. Fran
resultaten av vart backtest ser vi i tabell 3 att alla modeller ger icke-signifikanta skattningar
av 1% VaR. Endast en modell ger icke-signifikant resultat for 5% VaR, namligen M2 med 500
observationer.

VaR
Antal observationer 5% 1%
M1 500 97.6% 99.2%*
1000 98.4% 100%*
M2 500 97.2%*  99.2%*
1000 98.4% 100%*

Tabell 3. Procentuella andelen verkliga forluster som dr mindre dn skattad VaR. De varden som markerats med
en asterisk dr de modeller ddr ingen signifikans foreligger i vdrt backtest pd 5% signifikansnivd, det vill sdga ddr
vi inte kan forkasta att VaRp = VaRp, p = 0.05 eller 0.01, pd 95% konfidensnivd.

2lse kapitel 3.2 for beskrivning av den rullande observationsperioden
2Zhar sr det underforstatt vilken svartstreckad linje som hor till VaR respektive ES
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Figur 8. 500 observationer. Observerad daglig avkastning for SEP 500. Skattad VaR (réd linje - M2, svartstreckad
linje - M1), skattad ES (orange linje - M2, svartstreckad linje - M1). Vanster: 5%. Héger: 1%.
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Figur 9. 1000 observationer. Observerad daglig avkastning for S&P 500. Skattad VaR (rod linge - M2, svart-
streckad linje - M1, skattad ES (orange linje - M2, svartstreckad linje - M1). Vinster: 5%. Hoger: 1%.

4.3 Varians-Kovariansmetoden
4.3.1 Fix observationsperiod

Vi gar nu 6ver till varians-kovariansmetoden for att skatta VaR och ES. Vi begréansar oss hér till
att anta att avkastningen foljer en normalférdelning. Vi skattar vintevirde och standardavvikel-
se for den dagliga avkastningen med hjélp av inbyggda kommandon i R. Resultatet visas i tabell
4, dar vi aven kan notera att vantevéirdet och standardavvikelsen skiljer sig en del at mellan M1
och M2. Fran de skattade vinteviardena och standardavvikelserna kan vi rakna ut 5% och 1%
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Antal observationer | Vintevirde Standardavvikelse
M1 500 0.0003 0.0118

1000 0.0006 0.0115
M2 500 0.0096 0.0039

1000 -0.0064 0.0037

Tabell 4. Skattade vintevirde och standardavvikelse for SEP 500.

percentilen for var normalférdelningskurva och pa sa sitt fa var sokta VaR. Resultaten presen-
teras i figur 10 samt tabell 5 nedan. I figur 10 ser vi att normalférdelningen skiljer sig avsevart
fran fordelningen for var referensdata och vi bor 6verviaga om normalférdelningsantagandet ar
tillrackligt tillfredstéllande i denna situation. I denna modell kan inte heller nagra storre skill-
nader urskiljas mellan resultatet for modellen med 500 respektive 1000 historiska observationer.
Dock skattas storre forluster med VaR och ES (ldgre vérden i tabellen) for modellerna med
500 datapunkter som skattningsunderlag. Skattningarna av VaR for bade 1% och 5% &r néstan
samma, for M1 och M2. Skattningarna for ES ligger ocksa néra varandra. Samma observation
som 1 den fixa historiska simuleringsmodellen kan goras har, namligen att alla modeller med 1%
VaR visar sig vara icke-signifikanta i vart backtest, trots att néstan alla verkliga forluster &r
lagre &n \7a\R0.01.
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Figur 10. Resultat frén en simulering. Observerad avkastning (svarta staplar), skattad normaltdthet (svartprickad
kurva, gré kurva), 5% VaR (rédstreckad linje), 1% VaR (rédprickad linje). Vinster: 500 observationer. Hdéger:
1000 observationer.
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VaR ES
Antal observationer 5% 1% 5% 1%
M1 500 20.0101 (98.4%) -0.0272 (100%)* -0.0295 -0.0406
1000 -0.0183 (98.4%) -0.0261 (100%)* -0.0271 -0.0351
M2 500 -0.0190 (98.4%) -0.0271 (99.9%)* -0.0293 -0.0400
1000 L0.0183 (98.4%) -0.0261 (99.9%)% -0.0272 -0.0345

Tabell 5. Sammanstdllning av skattade storheter med varians-kovariansmetoden. De virden som markerats med
en asterisk dr de modeller ddr ingen signifikans foreligger i vart backtest pa 5% signifikansnivd, det vill sdga dar
vi inte kan forkasta att VaR, = VaR,, p = 0.05 eller 0.01, pd 95% konfidensnivd.

4.3.2 Rullande observationsperiod

P& samma sétt som med den historiska simuleringsmetoden rullar vi nu vart observationsfonster
och uppdaterar vart skattningsunderlag for varje ny dagsdata som blir kind. Figur 11 och figur
12 visar resultaten av denna analys, samt en sammanstillning av de skattade viardena i tabell
6. Aterigen ser vi att M1 och M2 ger liknande utfall och liknande skattningar pa VaR. En
jamforelse mellan figur 11 och 12 visar pa samma naturliga resultat som ovan; VaR och ES
reagerar snabbare pa fordndring for modellen med 500 observationer. I tabell 6 ses for forsta
gangen en antydan till overskattning av VaR, namligen i modellen med 500 observationer med 1%
VaR (for bade M1 och M2). Detta betyder att fler &n 1% av de 250 framtida dagsavkastningarna
utgjordes av storre forluster &n @0,01. De andra VaR-skattningarna underskattar aterigen.
Fran vart backtest ser vi att ingen signifikans foreligger pa 5% signifikansniva for skattningarna
av 5% VaR med 500 observationer for M1 och M2. Aterigen &r dven alla 1% VaR icke-signifikanta
pa denna niva.
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Figur 11. 500 observationer. Observerad daglig avkastning for SEP 500. Skattad VaR (rod linje - M2, svart-
streckad linje - M1), skattad ES (orange linje - M2, svartstreckad linje - M1). Vinster: 5%. Hdoger: 1%.
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Figur 12. 1000 observationer. Observerad daglig avkastning for S&P 500. Skattad VaR (réd linje - M2, svart-
streckad linje - M1), skattad ES (orange linje - M2, svartstreckad linje - M1). Vinster: 5%. Hdéger: 1%.

VaR
Antal observationer 5% 1%
M1 500 96.8%* 98.8%*
1000 98.4% 100%*
M2 500 96.4%* 98.8%*
1000 98.4% 99.6%*

Tabell 6. Procentuella andelen verkliga forluster som dr mindre an skattad VaR. De vdrden som markerats med
en asterisk dr de modeller ddr ingen signifikans foreligger i vart backtest pd 5% signifikansnivd, det vill siga ddr
vi inte kan forkasta att VaRp, = VaRyp, p = 0.05 eller 0.01, pd 95% konfidensnivd.

4.4 GARCH(1,1)

Vi har tidigare analyserat data och skattat VaR och ES med hjéilp av de enklare modellerna
historisk simulering och varians-kovariansmetoden. Nu ska vi analysera vara data med en mer
avancerad modell och skatta VaR med den sa kallade generalized autoregressive conditional
heteroscedastic model (GARCH-modellen, se kapitel 2.2.3). Denna modell forutsitter inte att
avkastningarna ar sinsemellan oberoende. En annan férdel mot de tidigare anvidnda modellerna
ar att GARCH-modellen tillater variansen att variera 6ver tiden.

Vi kommer i detta avsnitt att begrédnsa oss till att anvinda den enklaste och mest frekvent
anvinda GARCH-modellen i ekonometrin, ndmligen GARCH(1,1). Vi borjar saledes med en
liten analys for att forsikra oss om att GARCH(1,1) &r en tillfredstéllande modell for var data,
men gar inte in pa nagra djupare detaljer angaende modellanpassningen eller om det finns mo-
deller som kan beskriva vara avkastningsmonster dnnu béttre. Som tidigare ndmnts kommer vi
endast att anvinda oss av datasetet med 500 historiska observationer. Vi kommer som tidigare
att utféra analyserna med en fix observationsperiod och dérefter med en rullande observations-
period. Bada analysmodellerna kommer att anpassas med forst normalférdelade €; och sedan
t-fordelade €.
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For att forsdkra oss om att GARCH(1,1) dr en acceptabel modell for var data gor vi ett
Ljung-Box autokorrelationstest, se kapitel 2.3.1. Ljung-Box testet utfors pa vara observerade
avkastningar for att se om det finns nagon signifikant autokorrelation i var dataserie. Vi anvén-
der oss av det inbyggda Ljung-Box testet i R och far en teststatistika Q(12) = 14.36 med ett
p-viarde av 0.28. Detta vittnar om att ingen signifikant autokorrelation finns i datasetet, det vill
séga vi kan inte forkasta nollypotesen, se kapitel 2.3.1. Samma slutsats kan dras genom att titta
pa grafen 6ver autokorrelation, se figur 13.

ACF
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Figur 13. Autokorrelation for vir avkastningsserie. De bld linjerna utgor 95% konfidensniva.

Vi gor dven ett Ljung-Box test pa vara kvadrerade residualer?® fran vara avkastningar for att se
om det verkar finnas nagra ARCH-effekter i datan. Vi far en teststatistika pa Q(12) = 100.21
med ett p-virde pa 5.55-10716. Detta betyder att det finns statistisk signifikanta ARCH-effekter,
det vill sdga vi kan férkasta nollypotesen att det inte existerar nagra ARCH-effekter i var data
pa 5% signifikansniva. Saledes bor en GARCH-modell passa var data bra.

4.4.1 Normalfordelning
4.4.1.1 Fix observationsperiod

Vi har nu férsdkrat oss om att en GARCH-modell verkar kunna beskriva vara data tillfred-
stéllande och borjar med att anpassa en GARCH(1,1) med antagandet att vara e; foljer en
standardnormalférdelning. Det vill sdga, vi har att

Tt = pt +ag, dar ap = ores

(29)
o} = ap + araj_y + P17y

déar e, ~ N(0,1) och alla €; dr oberoende. Vi anpassar nu denna modell med inbyggda komman-
don i R och far ut vara skattade virden pa « och . R’s inbyggda funktion fGarch anviander
maximum likelihood-metoden for att skatta dessa viirden.?* Ekvationen blir

02 =0.0451-107% +0.1549a2_; + 0.814407 ;. (30)

23dessa ges av a? = (re — ut)z
25e appendix for maximum likelihood-ekvationerna
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Var skattning for ps blir icke-signifikant skilt fran 0 och vi kan saledes ta bort denna och kvar
far vi r; = a;.2% Det laga virdet pa o gor att dven denna kan sittas till 0. Alla skattningarna ér
signifikanta pa dtminstone 1% niva. Alla Ljung-Box-statistikor (utskrift ifran summary i R) har
ett p-virde pa mer &n 0.05 och modellen ger lagre virden pa AIC (-6.3660) och BIC (-6.3407)
an for en modell med p; # 0. Allt detta tyder pa att den anpassade GARCH(1,1)-modellen
sr adekvat. I tabell 7 visas VaR (se dven grastreckade linjen i figur 14) och ES for respektive
signifikansnivé.

Signifikansniva ‘ VaR ES
5% -0.0205 (98.4%) -0.0257
1% -0.0289 (100%)* -0.0331

Tabell 7. Skattad VaR och ES for GARCH(1,1) med normalfordelade e:. Siffrorna inom parantes utgor procen-
tuella andelen verkliga forluster som dr mindre an skattad VaR. De vdrden som markerats med en asterisk dar
de modeller ddr ingen signifikans foreligger i virt backtest pd 5% signifikansnivd, det vill sdga ddr vi inte kan
forkasta att VaR, = VaR,, p = 0.05 eller 0.01, pé 95% konfidensniva.

De skattade viardena pa VaR och ES skiljer sig en del fran den historiska simuleringsmetoden och
varians-kovariansmetoden. En likhet &r dock att 100% av de verkliga avkastningarna ar storre
an VaRg g1 och dar VaRg g5 aterigen overskattas av modellen.

4.4.1.2 Rullande observationsperiod

Vi gor samma analys som ovan, men med rullande observationsperiod. Resultatet ses i figur
14. Det mest slaende med figurerna &r hur snabbt skattningarna av VaR och ES &ndras vid
tillférandet av ny information, jamfort med de tva tidigare modellerna. Genom att studera dessa
grafer kan vi dessutom ana att bade VaR och ES skattas (i medeltal) med mindre férlust &n for de
tidigare studerade modellerna. I tabell 8 ser vi att GARCH(1,1) med standardnormalférdelade
€ Overskattar VaR for bada signifikansnivéerna en aning; 0.6% respektive 1% fler av de verkliga
utfallen utgors av hogre forluster &n de skattade . 5% respektive 1% percentilen. Backtestet ger
icke-signifikanta resultat for bade VaRg g5 och VaRg o1 péé% signifikansniva, det vill sdga vi kan
inte forkasta nollhypotesen och saledes inte heller att VaR,, har korrekt téckningsgrad pa 95%
konfidensniva, se kapitel 2.3.4.

Signifikansniva ‘ VaR
5% 94.8%*
1% 98.0%*

Tabell 8. Procentuella andelen verkliga forluster som dr mindre dn skattad VaR. De varden som markerats med
en asterisk dr de modeller ddr ingen signifikans foreligger i vdrt backtest pd 5% signifikansnivd, det vill sdga ddr
vi inte kan forkasta att VaRp, = VaRp, p = 0.05 eller 0.01, pé 95% konfidensnivd.

25det &r inget ovanligt antagande att gy = 0 nir man modellerar med (logaritmerade) avkastningar
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Figur 14. Observerad daglig avkastning for SE&P 500 (¢ ~ N ). Skattad VaR (rod linje), skattad ES (orange
linje). Den grastreckade linjen dr skattad VaR for den fiza perioden i kapitel 4.4.1.1. Vinster: 5%. Hoger: 1%.

4.4.2 t-fordelning

Som tidigare ndmts, kan det finnas anledning att géra om dessa analyser med GARCH, men
da istéllet anta att ¢; foljer en t-férdelning. Detta &r ett rimligt antagande da, som &ven detta
ndmnts tidigare i analysen, ¢-fordelningen har tjockare svansar &n normalférdelningen. Detta
brukar vara en onskvérd fordelningsegenskap da man modellerar finansdata eftersom detta ge-
nerellt beskriver verkligheten pa ett mer korrekt sétt. I figur 15 kan vi se ett exempel pa detta.
Héar har vi anpassat en normalférdelning samt en ¢-fordelning med hjéalp av skattat vintevarde
och standardavvikelse fran vara 500 historiska observationer av S&P 500 index. I den vénstra
figuren ser vi att t-fordelningen ser ut att passa aningen béttre till avkastningen runt mitten da
fordndringen ar runt 0. Vi ser att t-fordelningen ar aningen smalare och betydligt spetsigare &n
normalférdelningskurvan. I den hégra figuren dr den vénstra svansen av fordelningarna inzoo-
made och vi ser att t-fordelningskurvan korsar normalférdelningskurvan och har saledes tjockare
svans.
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Figur 15. Tathet for daglig avkastning for SEP 500, samt anpassad normalfordelning och t-fordelning. Vanster:
alla utfall. Hoger: inzoomning pd vdnstra svansen.

4.4.2.1 Fix observationsperiod

Vi upprepar samma analys som ovan men antar nu att € foljer en ¢t-fordelning. Vi har samma
uppstallning som i (29), men dér €, ~ t och alla ¢ &r oberoende. Vid anpassning i R far vi
skattningarna

re =0.0752-1072 4+ a;, dér a; = oves, € ~ 1(6.19)

o =0.0327 - 107% 4 0.1206a7_; + 0.859007 ;. (31
Alla skattningar, forutom ayg, ar signifikanta p& dtminstone 5% niva. Detta ar inget storre pro-
blem d& ag &r valdigt néra noll och ddrmed har en ytterst liten paverkan pé resultatet. I denna
modell far vi ddremot ett signifikant utslag pé p;, men dven detta vérde &r véldigt ndra 0 och
skulle darfor kunna bortses fran i modellen. I tabell 9 aterfinns de skattade VaR och ES for
GARCH(1,1) med t-fordelade €. Varden pa VaR och ES #r av ungefir samma storleksordning

Signifikansniva ‘ VaR ES
5% -0.0181 (98.4%)  -0.0252
1% -0.0296 (100%)* -0.0323

Tabell 9. Skattad VaR och ES for GARCH(1,1) med t-fordelade e:. Siffrorna inom parantes utgor procentuella
andelen verkliga forluster som dr mindre dn skattad VaR. De varden som markerats med en asterisk ar de modeller
ddr ingen signifikans foreligger i vért backtest pd 5% signifikansnivd, det vill sdga ddr vi inte kan forkasta att
VaR, = VaR,, p = 0.05 eller 0.01, pé 95% konfidensnivé.

som for GARCH(1,1) med normalférdelningsantagandet i avsnitt 4.5.1.1, dock skattas alla vér-
den forutom @0.01 lagre (absoluta tal) i GARCH-modellen med t-férdelade €;. Skillnaderna
ar sm& men man forvantar sig att t-fordelningen borde skatta storre forluster da svansarna
vanligtvis &r tjockare. I figur 16 jamfors dessa modellers QQ-plottar 6ver de standardiserade
residualerna. Vi kan se att ¢-fordelningen (hoger) verkar passa data béttre. Detta pastaende
starks ytterligare om vi jamfoér modellernas AIC och BIC (se kapitel 2.3.3), som &ar nagot ligre
for t-fordelningen (-6.3951 pespektive -6.3529).
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Figur 16. QQ-plot éver standardiserade residualer fran GARCH(1,1). Vdnster: normalférdelning. Hdéger: t-
fordlening.

4.4.2.2 Rullande observationsperiod

Vi genomfér samma analys som i avsnittet innan men med rullande observationsperiod och far
resultatet i figur 17 och tabell 10. I figur 17 kan vi ana samma monster som tidigare, namligen
att GARCH-modellerna verkar ge nagot ligre skattningar av VaR och ES, i synnerhet for de
rullande observationsperioderna. I tabellen ser vi att VaR aterigen 6verskattas en aning for bada
signifikansnivaerna samt att det inte foreligger nagon statistisk signifikans for vara skattningar
pa 5% signifikansniva.
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Figur 17. Observerad daglig avkastning for SEP 500 (e; ~ t). Skattad VaR (réd linje), skattad ES (orange linje).
Den gristreckade linjen dr skattad VaR for den fiza perioden i kapitel 4.4.2.1. Vinster: 5%. Hoger: 1%.
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Signifikansniva ‘ VaR
5% 94.4%*
1% 98.4%*

Tabell 10. Procentuella andelen verkliga forluster som dr mindre dn skattad (VaR). De vdrden som markerats
med en asterisk dr de modeller ddr ingen signifikans foreligger i vart backtest pd 5% signifikansnivd, det vill siga
ddr vi inte kan forkasta att VaR, = VaR,, p = 0.05 eller 0.01, pd 95% konfidensnivd.

4.5 En kort efteranalys

En jamforelse av den skattade standardavvikelsen fran vara observationsunderlag fran analysen
visar

0500 = 0.0118 01000 = 0.0115 Orer = 0.0071,

dar 500 och 1000 star for respektive storlek pa underlagen och ref &r vart referensunderlag (rod
linje i figur 3). Vi kan se att vart referensunderlag har betydligt ldgre standardavvikelse &n de
skattningsunderlag vi anvént oss av i analysen. I detta kapitel gor vi av denna anledning en
kort analys dar vi, med samma tillvigagangssatt som tidigare, analyserar vara tre modeller och
skattar VaR. Denna gang anvander vi dock vart tidigare referensmaterial som skattningsunderlag
och tillampar detta pa de férsta 250 observationerna i vart tidigare skattningsunderlag. For att
fa lite storre skattningsunderlag tar vi &ven med de 250 observationerna innan vart tidigare
referensunderlag, det vill sdga det nya skattningsunderlaget bestar av dag 751 till dag 1250
i figur 3 samt det nya referensunderlaget av dag 1 till dag 250 i samma figur. Detta gor vi
for att se hur mycket modellerna paverkas av volatiliteten i underlaget. Vi kommer inte att
redovisa stegen i denna analys, i och med att de &r identiska med ovan genomférda analyser,
utan sammanfattar istéllet allt nedan i tabell 11. Har begrénsar vi oss till att redovisa endast den
procentuella andelen observationer som ar lagre &n \TaT{, det vill sdga de varden vi redovisat som
procent i tidigare kapitel. Observera har att vi nu anvinder ett referensunderlag vilket inte direkt
foregas av vart skattningsunderlag. Vi gor saledes ett antagande i att vart nya referensunderlag
i praktiken skulle kunna féregas av vart nya skattningsunderlag, vilket kan vara ett diskuterbart
antagande i och med volatilitetsskillnaderna.

VaR (fix) VaR (rullande)

Metod Typ 5% 1% 5% 1%
Historisk simulering M1 90.8 (98.4)  95.6 (100*) 93.6* (97.6) 97.2 (99.2%)
M2 89.9 (98.5)  95.4 (100%) 92.0 (97.2%)  96.4 (99.2%)
Varians-kovariansmetoden ~ M1 88.4 (98.4)  95.6 (100%) 91.2 (96.8%) 94.8 (98.8%)
M2 88.2 (98.4)  93.1 (99.9%) 80.2 (96.4%)  96.4 (98.8*)
GARCH(L,1) N 02.8% (984) 95.6 (100%) 01.8% (94.8%)  96.8 (98.07)
¢ 02.8% (98.4) 96.0 (100%) 04.8% (94.4%)  97.2 (98.4%)

Tabell 11. Procentuella andelen verkliga forluster som dr mindre dn skattad VaR. Siffrorna inom parantes dr
tidigare skattade VaR. De virden som markerats med en asterisk dr de modeller dir ingen signifikans féreligger i
vdrt backtest pd 5% signifikansnivd, det vill sdga ddr vi inte kan forkasta att VaR, = VaRyp, p = 0.05 eller 0.01,
pd 95% konfidensnivd.

Vi ser en markant skillnad i resultaten. Alla VaR har betydligt lagre virden och underskattar
foljaktligen risken betydligt mer dn tidigare.
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5 Diskussion

Vi kommer att borja diskutera resultaten av huvudanalysen i kapitel 4.2-4.4 for att sedan jam-
fora dessa med resultaten fran efteanalysen i kapitel 4.5.

Overlag kan vi fran kapitel 4.2-4.4 se att \@0.05 och @0,01 overskattas med historisk simule-
ring och varians-kovariansmetoden, férutom fér den rullande varians-kovariansmodellen baserad
pa 500 observationer. For den fixa GARCH(1,1)-modellen ser vi samma monster av overskatt-
ningar av VaR medan vi tviirtom ser en svag tendens av underskattning med den rullande

GARCH(1,1)-modellen.

VaR skattad med historisk simulering tar hédnsyn till extremviardena i svansarna i den empi-
riska fordelningen for avkastningen (férlustfunktionen). Detta ses tydligt i denna analys d& den
historiska simuleringsmodellen dverskattar VaR oftare &n de andra modellerna. Endast en av
5% VaR far ett icke-signifikant utslag pa 95% konfidensniva i vart backtest. Alla VaR pa 1%
ar icke-signifikanta, men néastan alla forluster ar ligre an var skattade 1% VaR si det siger
oss egentligen inte s& mycket mer &n att, aterigen, VaR skattad med historisk simulering 6ver-
skattar mer &n vara andra modeller da den fangar upp extrempunkterna ute i svansarna. For
den fixa observationsperioden ar var 1% VaR for den historiska simuleringen betydligt storre
(aterigen i absoluta tal) &n motsvarande virden for de andra modellerna. Den rullande histo-
riska simuleringsmodellen ger béttre skattningar for bade M1 och M2. Trots att vért backtest
ger signifikant resultat for vissa av modellernas varden pa VaR, sa ligger dnd& procentandelen
narmre det sanna vardet. Den fixa historiska simuleringsmodellen har hogre skattningar av 1%
ES &n varians-kovariansmetoden medan skattningarna for 5% ES ar lika. Detta tyder pa att
det finns nagon eller nagra stora negativa avkastningar i data som okar viardet av 1% ES i den
historiska simuleringsmodellen men som inte far lika stort inflytande pa skattningen av ES i
varians-kovariansmetoden. Det &r mojligt att den historiska simuleringsmodellen skulle ge béatt-
re resultat om vi hade ett storre skattningsunderlag. En annan mojlig utvidgning och férbéattring
av modellen kan vara att vikta avkastningarna sa att nyare avkastningar ges stérre sannolikhet
att dras, vid simulering av den nya avkastningsvektorn, dn aldre.

Vi ser att M1 och M2 skiljer sig véldigt lite at for den historiska simuleringsmetoden och varians-
kovariansmetoden. Modellerna baserade pa de rullande observationsperioderna ger dven fler icke-
signifikanta virden i vart backtest av VaR for varians-kovariansmetoden. Vi ser alltsa en trend
i att skattningarna ligger narmre de verkliga utfallen da vi kontinuerligt uppdaterar var data
med de senaste observationerna. Aterigen skulle vi troligtvis fa bétte virden om vi viktade vara
observationer, s att sannolikheten for att dra en nyare observation fran skattningsunderlaget
var storre.

For de tvé rullande modellerna av historiska simuleringsmetoden och varians-kovariansmetoden
med 500 observationer ser vi ett oviantat “hopp” i VaR och ES runt dag 75 pa z-axeln, se figur
8 respektive 11. Detta hopp finns inte med i skattningarna baserade pa 1000 observationer, se
figur 9 respektive 12. Detta skulle kunna bero pa tva saker. En mdjlig anledning &r att det finns
nagra stora negativa avkastningar som bidrar till att skattningarna pa VaR och ES vittnar om
hoga forluster och da dessa efter 75 dagar plockas bort ur skattningsunderlaget sa forsvinner
denna effekt. En annan mojlighet &r att det i referensdata finns nagra stora positiva avkastningar
som péa samma sitt paverkar skattningarna av VaR och ES fast 1 motsatt riktning, det vill séiga
VaR och ES skattar mindre forluster nér dessa observationer blir kinda och séledes paverkar
vara skattningar. Eftersom vi undersokt var data, se figur 3 sa vet vi dock att var referensdata
saknar dessa stora avkastningar som behovs for att bidra till denna effekt. Daremot har vi en
eller nagra kraftigt negativa dagsavkastningar runt dag 575 och vi kan saledes konstatera att det
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boér vara den forsta anledningen som bidrar till detta stora hopp i vara skattningar. Dessutom
ser vi inte samma hopp i modellen med 1000 observationer men skattningen av VaR och ES ar
(i absoluta medeltal) storre, se figur 9 respektive 12, vilket vittnar om att dessa stora negativa
avkastningar finns med i observationsunderlaget redan fran borjan.

Som papekats tidigare i bade teoridelen i kapitel 2 och i analysdelen i kapitel 4 s& &r normal-
fordelningsantagandet for avkastningarna inte séllan ett orealistisk, men behagligt, antagande
pa grund av normalférdelningens tunna svansar. Daremot brukar ¢-fordelningen (alternativt
GARCH) tas som exempel pa pa tjocksvansade fordelningar (modeller) som passar béattre da
man modellerar med finansdata och avkastningar, men dr desto krangligare att rikna pa. Med
detta sagt sa kan vi forvinta oss att normalférdelningen kommer att underskatta VaR i exempel-
vis varians-kovaransmetoden. Detta sag vi hos tva av skattningarna, ndmligen for skattningarna
1% VaR i den rullande varians-kovariansmetoden med 500 observationer. De andra varians-
kovariansmodellerna 6verskattade dock VaR med relativt mycket (men inte lika mycket som
den historiska simuleringsmodellen). Detta kan tyda pa nagott underliggande i data. En méjlig
forklaring kan vara att perioden i skattningsunderlaget har varit mer volatil och oséker vilket
har bidragit till en relativt hog skattning av standardavvikelsen. Féljden av detta blir att denna
skattade normalférdelningskurva med hogre varians far ett plattare utseende. Nér denna sedan
anvénds som skattningsunderlag for VaR sa far vi ett percentil-virde pa normalférdelningskurvan
som ligger ldngre ut i svansen i och med att vi tar normalfordelnings-percentilen multiplicerat
med den skattade standardavvikelsen. Vid jamforelse av var skattning och var referensperiod,
en period bestaende av mindre prisfluktuationer och lagre volatilitet, blir saledes foljden att fler
avkastningar i referensunderlaget hamnar under skattad VaR. Denna teori kan styrkas genom
att titta pa figur 3 i kapitel 3.2 dér vi kan ana en relativt volatil dagsavkastning fér S&P 500
fran dag 1 till runt dag 700, jamfort med volatiliteten under hela var referensperiod (den roda
kurvan) som &r betydligt lagre.

GARCH(1,1)-modellen med rullande observationsperiod ger som forvéntat bést resultat. Detta
beror troligtvis pa att modellen ldgger storre vikt vid de senaste observationerna medan de &ldre
avkastningarna far mindre inflytande. Detta framgar av ekvation (17) och (18) dér vi ser att
morgondagens skattade varians beror av dagens residual i kvadrat och dagens varians, som i sin
tur beror pa residualerna och variansen fran dagen innan och sa vidare. Detta ses tydligt i figur
14 och 17, dar VaR och ES tydligt foljer avkastningens fluktuationer (jamfoér detta med 8 och 11
dér alla observationer ges samma sannolikhet). Vi kan siledes konstatera att antagandet om att
morgondagens varians beror av tidigare dagars varians och residualer i den anpassade modellen
verkar vara ett vettigt antagande. En annan f6ljd av att GARCH-modellen tar storre hansyn till
senare observationer ar att vi far lagre skattningar pa VaR och ES i den rullande modellen. I och
med att var referensperiod dr mindre volatil jamfort med skattningsperioden, ger GARCH(1,1)
lagre varden pa VaR och ES #n historiska simuleringsmetoden och varians-kovariansmetoden.
Vi far dock ingen storre skillnad mellan GARCH-modellerna med normalférdelade respektive
t-fordelade €;. Fordelningarna ger samma icke-signifikanta modeller i backtestet. Daremot ser vi

att \735{805 > \735{505 medan \7&5{801 < @501, dér ¢ och N star for ¢t-fordelnigen respektive
normalfordelningen. Det vill sdga vi skattar storre forluster pa 5% VaR med normalfordelningen
an med t-fordelningen men tvartom i skattningen av 1% VaR. Vi anar allts& aterigen tjockare
svansar med t-fordelningen och darfor far vi storre skattade forluster.

Vid jamforelse med analysen i kapitel 4.5 ser vi markanta skillnader i resultatet for i stort
sett alla modeller, se tabell 11. En sldende observation ar att det endast 4r en modell av al-
la de historiska simuleringsmodellerna och varians-kovariansmodellerna som ger ett statistiskt
icke-signifikant resultat i vart backtest av VaR. Alla skattningar pa VaR underskattas avsevart,
oberoende av vérdet pa konfidensnivan p, jamfort med tidigare analys. Vi ser att GARCH(1,1)
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ger Overlagset bast skattningar av 5% VaR medan skattningen av 1% VaR blir signifikant i vart
backtest for alla modeller. Vi kan saledes dra slutsatsen att den historiska simuleringsmetoden
och varians-kovariansmetoden i hogre grad kréver att det historiska skattningsunderlaget verk-
ligen kan beskriva framtiden pa ett korrekt satt. Skulle vi, som i kapitel 4.5, ha tillgang till ett
skattningsunderlag med lag volatilitet och (vid denna tidpunkt ovetande) std infoér en framtida
marknad med hog grad av osikerhet och hog volatilitet, sa kommer vi med allra storsta san-
nolikhet att underskatta VaR for den kommande framtiden med nagon av dessa tva metoder.
Notera dven att den historiska simuleringsmetoden kan aldrig ge ett varde pa VaR som inte kan
aterfinnas i den historiska datan.

Sammanfattningsvis kan vi konstatera att de rullande observationsperioderna ger 6verlag béttre
skattningar &n den fixa observationsperioden, utan storre skillnader mellan M1 och M2. Svarare
ar det att jamfora observationsstorlekarna mellan modellerna da modellerna baserade pa 1000
observationer ofta skattade ett virde av VaR som lag hogre &n alla verkliga utfall.

Bade den historiska simuleringsmetoden och varians-kovariamsmetoden &r valdigt tilltalande
med sin lattforstadda tillampning och enkla utférande. Dock kraver modellerna att vi har till-
gang till historisk data som kan beskriva framtiden vél, men detta &r omdojligt att vet pa férhand.
For historisk simulering behover vi ha tillgang till ett stort antal datapunkter sa att vi far med
s& manga mojliga utfall som mdjligt. Daremot kan vi inte anvénda oss av observationer alltfor
langt tillbaka i tiden da dessa riskerar att vara oanvéndbara. For varians-kovariansmetoden ger
normalférdelningsantagandet i modellen en begréinsad anvandbarhet i och med att forlusternas
storlek sédllan kan beskrivas av en normalférdelning i prakriken. P4 grund av detta kan, trots
bra marknadsférhallanden och ett skattningsunderlag som beskriver framtidens prisfluktuationer
val, varians-kovariansmetoden skatta missvisande varden pa VaR som ett resultat av det normal-
fordelningsantagandet for forlustfunktionen. I och med dessa observationer drar vi slutsatsen,
fran denna studie och med vara givna forutsattningar, att skattningar av VaR med historisk si-
mulering och varians-kovariansmetoden bor anviandas med forsiktighet och att resultaten endast
ska ses som en fingervisning och ett komplement till andra riskmatt och inte som ett ensamt
riskmatt. For att dessa modeller ska kunna anvindas med storre sdkerhet i praktiken bor de
forfinas, exempelvis genom att vika avkastningarna som ovan namts.

GARCH(1,1)-modellen dr den modell som producerade bést skattningar av VaR for vart ak-
tieindex. Denna modell tar som tidigare nédmts storre hénsyn till de senaste observationerna.
Detta gors genom att lata skattningarna av morgondagens varians bero av dagens varians och
residualerna i kvadrat fran den anpassade modellen, och pa sa vis paverka VaR genom ekva-
tion (18). Saledes tillater GARCH-modellerna mer variation i data 6ver tiden &n de andra tva
modellerna. GARCH(1,1) med t-férdelade ¢; skattar hogre virden pa VaR pa 1% niva dn med
normalférdelade. Annars skiljer sig dessa tva modeller lite a4t i var studie. Vi kan slutligen ko-
statera att GARCH(1,1) dr den 6verlidgset basta modellen av de tre analyserade i denna studie.
Denna tar hinsyn till svingande marknadsférhallanden i storre utstriackning &n de tva Ovriga.
Daremot bor man komma ihag att &ven denna modell ar just en modell av verkligheten och inte
ett faktum. Darfér bor dess skattningar av VaR, framforallt vid hogre konfidensnivaer, anvindas
med forsiktighet.

34



A APPENDIX

A Appendix

A.1 TvaAdelat binomialtest

Lat X ~ Bin(n,p), p okdnd. Skatta sannolikheten p = z/n, dir x &r en observation av den
stokastiska variabeln X. For n ”stort” kan X approximeras med en normalférdelning med véin-
teviarde mp och varians np(1 — p). Detta ger ett tvasidigt approximativt konfidensintervall for

I, = (ﬁ_m. JE=D 5 Jﬁ(l;ﬁ))

dar A, /o ar standardnormalpercentilen for den 6nskade konfidensnivan pa testet. Nollhypotesen,
p = p, forkastas om p ¢ I,,, se [1].

A.2 Maximum likelihood-skattningar for GARCH(1,1)
En modell ségs vara GARCH(1,1) om den kan skrivas pa formen

a; = ope; dir of = ag + aqai_| + Broi_,

och dar ¢ har kommer fran en véldefinierad férdelning med véntevarde 0 och standardavvikelse
1, se [4]. ML-ekvationerna fas pa sedvanligt vis genom att derivera loglikelihoodfunktionen, som
ges av den logaritmerade tathetsfunktionen for €. I och med att vi har tre okdnda parametrar
som vi onskar skatta far vi partialderivera loglikelihoodfunktionen med avseende pa alla tre
parametrar. Vi betecknar méngden av de tre parametrarna med 6 = (ag, a1, 1). Beteckna
likelihoodfunktionen L(#), loglikelihoodfunktionen [(#) och fordelningsfunktionen for e; fi(0).
Det ska dock nimnas hir att  endast ingar i likelihoodfunktionen via 2. Det betyder att nir
vi deriverar [(f) si gor vi det med avseende pa 6 genom o7. Men for att halla notationen enkel
s& anviinder vi bara € i denna?%. Loglikelihoodfunktionen for normalférdelningen ges med ovan
anvanda beteckningar som

[(0) =In(L(f)) =In (H ft(0)> =—— ln 27) — = g In(o?) — = E J%.
t=1

tl

dér n &r antalet observationer i avkastningen. Nu deriverar vi [(#) och sétter derivatan till 0.

ol(0) Ien 1 8Ut 1 a? 8at
=—=) S 7 += = 0.
do? 2 ; atz * 2 ; 2)

(o)

Som ovan niimts si beror o? pa 6 = (ag, a1, B1) sa 907

maéste deriveras med avseende pa alla

dessa tre parametrar. Vi far de partiella derivatorna av o7 som

2

do? 14 do;_4

8040 Oa

do? do?_

L —al P

oo Oa

do? do?_

L=l B

B b

i %0 for att fi ut maximum likelihood-skattningarna av 6 =

aﬁ
(o, a1, B1).

26det mest korrekta hade majligtvis varit att skriva I(o7(0))
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A.3 ‘Tvadelat konfidensintervall for t-férdelningen A APPENDIX

For t-fordelade ¢; gar vi tillvidga pa samma sdtt men vi har en likelihoodfunktion som bestar av
en produkt av n stycken tdthetsfunktioner fran en ¢-fordelning. Med samma beteckningar som
ovan far vi

1(0) = In(L(6)) = In <H ft(9)>

1

~

I(mtl) 1 — m+ 1 «— ( a?
=nln L - = Ino? - —— In 1—|—t>,
(i) s i (s

dir m &r antalet frihetsgrader, se [9]. Vi deriverar med avseende pa o} och sitter detta lika med

0.

+

ol(0 I~ 1 902 m+1g a? do?
ac(ﬂ) =52 2wt (02)2(m —tz) Y olal o9 ="
t t—=1 "t t=1 t tt
Vi stoppar in de partiella derivatorna av o? med avseende pa ag, a1 och B i %lgeg) for att fa ut
t

maximum likelihood-skattningarna av 6 = (dy, a1, 51).
A.3 Tvadelat konfidensintervall for ¢-fordelningen
Lat x1,..., 2, vara ett stickprov fran N(u,0?), u och o okiinda. Lat & beteckna stickprovsme-

delviirdet och s? stickprovsvariansen.?” Da ges ett tvasidigt konfidensintervall for ; med konfi-
densniva 1 — o av

I, = <ﬂ — taj2(m) - % it taya(m) \;ﬁ>

dér t,/o(m) dr t-percentilen fran en t-fordelningen med m frihetsgrader och s = Vs2, se [1].

2T definierade i kapitel 2.2.1
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