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Sammanfattning

I denna uppsats undersoks genom simuleringar hur epidemisprid-
ning beter sig i skolan. Hur paverkar storleken pa skolklasserna stor-
leken péa sjukdomsutbrotten? Hur ar storleken pa utbrotten beroende
av varandra over tid? Tva modeller for elevomsittningen pa skolan
jamfors, en mer realistisk modell dér eleverna omsétts arskursvis, och
en slumpmassig modell dar eleverna i antal omsétts motsvarande en
arskurs i taget men slumpmaéssigt utvalda. Det visar sig att utbrot-
ten blir betydligt storre da skolklasserna &r stérre. Det visar sig dven
vara en tydlig skillnad mellan de tva modellerna for elevomséttingen.
Utbrotten blir storre vid simuleringar déar den realistiska modellen for
elevomsattningen tillimpas &n dér den slumpmaéssiga modellen tillam-
pas.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: elin _musik@live.se. Handledare: Pieter Trapman och Daniel Ahlberg.



Forord

Det har ar en kandidatuppsats i matematisk statistik om 15 hoégskolepo-
ang skriven vid matematiska instutitionen pa Stockholms Universitet. Jag
vill tacka mina handledare Pieter Trapman och Daniel Ahlberg vars idéer,
inspiration och handledning under arbetets gang har betytt mycket.
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1 Introduktion

Skolan &r en plats ddr manga barn samlas och darfér en gynnsam miljo for
sjukdomar att spridas i. Det &r darfor intressant att underscka hur smitt-
spridning beter sig och vad som paverkar den i denna miljo. I det har arbetet
tittar vi pa hur storleken pé flera utbrott av en sjukdom &r beroende av
varandra over tid. Vi underscker dven hur storleken pa skolklasserna och hur
sjukdomarnas smittsamhet paverkar storleken pa utbrotten. For att kunna
gora det hér sdtter vi upp en modell for ett utbrottsférlopp i en skola dér
det tas hansyn till att elever som géar i samma klass generellt sett smittar
varandra med en hogre sannolikhet &n elever som inte gar i samma klass,
och att elever som gar i samma arskurs generellt sett smittar varandra med
en hogre sannolikhet &n elever som gar i olika arskurser.

Nar vi siatter upp en modell vill vi att den ska vara sa enkel som mojligt
men utan att det sker pa bekostnad av att resultaten vi far d& vi anvinder
modellen kommer allt for langt ifran verkligheten. Dé vi vill underséka hur
storleken pa utbrotten foréandras over tid behdver vi en modell for omsétt-
ningen av elever pa skolan. Har har vi valt att jamfora tva olika modeller, en
dar eleverna omsétts arskursvis och en déar eleverna omsétts slumpvis. Da de
omsatts slumpvis véiljs slumpmassigt ett antal elever motsvarande en arskurs
ut som far sluta, alla elever pa skolan viljs med lika stor sannolikhet. I bada
modellerna byts de elever som slutar ut mot nya elever som alla &r mottagliga
for smittan. Om resultaten mellan dessa modeller inte skiljer sig ndmnvért
at ar anvindning av den slumpvisa modellen att foredra. Det framférallt for
att den slumpvisa modellen dr enklare att rdkna pa men &dven for att den
skulle kunna tillampas mer generellt for att t.ex. simulera smittspridningen
pa en arbetsplats. Utifran dessa modeller genomfors sedan simuleringar.

1.1 Arbetets upplagg

I avsnitt 2 presenteras Reed-Frost modell {6r spridning av smittsamma sjuk-
domar. I avsnitt 3 anvénds Reed-Frost modell till utveckling av en modell
som battre motsvarar sjukdomsspridningen pa en skola. I avsnitt 4 presente-
ras den realistiska och den slumpméssiga modellen for vilka elever som borjar
och slutar pa skolan ett nytt ar. I avsnitt 5 ges en kort presentation av repro-
duktionstalet Ry. I avsnitt 6 beskrivs de simuleringar som har gjorts och vad
de gav for resultat. I det 7:e och avslutande avsnittet diskuteras resultaten
och vad som skulle kunna undersokas framéver inom samma omrade men
som inte har tackts av detta arbete.

2 Reed-Frostmodellen

En av de enklaste modellerna fér spridning av en smittsam sjukdom i en
liten grupp av individer kallas for Reed-Frostmodellen. Namnet Reed-Frost



kommer fran de tva grundarna Lowell Reed och Wade Hampton Frost som
formulerade modellen ar 1928, se (1). Modellen &r en sé kallad kedje-binomial
SIR-modell. Det betyder att det finns tre mdjliga tillstand som individerna
i modellen kan befinna sig i. Bokstdverna S, I och R star for var sitt till-
stand. Individerna ar forst mottagliga (Susceptible) for sjukdomen. Om en
individ blir smittad kommer denna férst vara smittsam, och kallas fér en
smittspridare (Infective), for en viss tid och sedan tillfriskna och bli immun,
motsvarande borttagen (Removed).

I modellen anvénds oftast diskreta tidssteg. Eftersom det &r en liten
grupp av individer antas alla individer ha lika mycket kontakt med varandra
och darfor ocksé sprida en smitta mellan varandra med samma sannolikhet
p. En individ som blir smittad antas vara smittad under ett tidsteg. Under
det tidsteget smittar denna individ varje annan mottaglig individ med san-
nolikheten p oberoende av varandra. Antalet mottagliga individer under ett
tidssteg t betecknas med S, anatalet smittspridare betecknas med I; och
antalet immuna eller borttagna individer betecknas med R;. Till foljande
tidssteg ¢ + 1 blir

Ii41 ~ Bin(S;, 1 — (1 —p)¥)

eftersom det finns Sy mottagliga individer som kan bli smittade. Var och en
av dessa individer blir smittad av nagon annan smittad individ med sanno-
likheten 1 — (1 —p)’t. 1 — p dr sannolikheten att en mottalig individ inte blir
smittad av en specifik smittspridare. Eftersom kontakten mellan en mottag-
lig individ och de olika smittspridarna ar oberoende av varandra &r sanno-
likheten att en mottaglig individ inte blir smittad av nagon smittspridare
(1 — p)antalet smittspridare. _ (1 _ )/t Eftersom héndelsen att en mottaglig
individ blir smittad av nagon annan smittspridare &r komplementhandelsen
till att en mottaglig individ inte blir smittad av ndgon smittspridare &r san-
nolikheten for att en mottaglig individ blir smittad av nagon smittspridare
1 — (1 —p)lt. Att I;41 &r en binomialférdelad slumpvariabel dr anledningen
till att modellen kallas for kedje-binomial. Vidare blir antalet mottagliga och
antalet immuna i det kommande tidssteget

Sty1 =8t — L1
och
Rit1 = Re+ Iy

eftersom antalet mottagliga individer minskar med det antalet som blir smit-
tade och antalet immuna individer 6kar med antalet smittade fran féregaen-
de tidssteg som nu tillfrisknar. Se (2, s. 4-6) for en narmare beskrivning av
modellen.



3 Smittspridning i skolan

3.1 Sannolikheten att en elev smittas av nadgon annan elev
pa skolan

Nér vi simulerar smittspridningen pa skolan utgar vi fran Reed-Frost modell
for spridning av en smittsam sjukdom. I Reed-frost modell antas det att
smittan sprids med samma sannolikhet mellan samtliga individer. Pa en skola
med flera klasser och arskurser vore detta dock inte ett rimligt antagande.
Vi antar istéllet att elever som gar i samma klass smittar varandra med en
sannolikhet, att elever som gar i samma arskurs men i olika klasser smittar
varandra med en annan nagot mindre sannolikhet och att elever som gar i
olika arskurser smittar varandra med en tredje och ytterligare nagot mindre
sannolikhet.

Sannolikheten att en enskild elev blir smittad av nigon annan elev pa
skolan i ett tidsteg under epidemin &r lika med sannolikheten fér unionen av
héndelserna att eleven blir smittad av nagon elev som gar i samma klass,
nagon elev som gar i samma arskurs men i en annan klass eller nagon elev
som gar i en annan arskurs. Vi betecknar héndelsen att en elev blir smittad
av nagon klasskamrat med Hj, héndelsen att en elev blir smittad av nagon
elev som gar i samma arskurs men i en annan klass med H, och héndelsen att
en elev blir smittad av nagon elev i en annan arskurs med H,. Vi betecknar
sannolikheten att en elev blir smittad av nagon klasskamrat med P(Hy),
sannolikheten att en elev blir smittad av ndgon elev som gar i samma arskurs
men i en annan klass med P(H,) och sannolikheten att en elev blir smittad
av nagon elev som géar i en annan arskurs med P(H,). Enligt principen om
inklusion och exklusion dr sannolikheten for att en elev blir smittad av nadgon
annan elev pa skolan, P(H, U H, U H,), lika med

P(Hy) + P(H,) +P(H,) — (P (Hy N Hy) + (P (Hy N H,) + (P (H, N Hy)) +

P(H,NH,NH,).

Eftersom P(Hy), P(H,) och P(H,) ar oberoende av varandra &r sannolikhe-
terna for snitten av de olika héndelserna lika med produkterna av sannolik-
heterna var for sig, vilket ger oss att

P(H,UH,UH,) =

P(Hy)+P(Ha)+P(H,)—(P (Hy) - P (Ha) + P (Hy) - P (Hy) +P(Ha) - P(H,)) +
P(Hk) : P(Ha) ' P(Hr)'
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Figur 1: Sannolikheten att en elev blir smittad av nagon annan elev pa skolan
i ett tidssteg ar lika med P(H, U H, U H,)

3.2 Uppdelade S-, I- och R-viarden

Eftersom sannolikheterna for att klasskamrater smittar varandra, elever som
gar i samma arskurs men i olika klass smittar varandra och elever som gar
i olika arskurs smittar varandra skiljer sig at far vi for tidsstegen i ett utt-
brottsforlopp inte bara ett S-véirde, ett I-virde och ett R-virde for hela
skolan, utan dven S-,I- och R-vdrden for varje arskurs och varje klass. Vi
later A 4 beteckna antalet arskurser pa skolan. D& kan vi beteckna S-, I- och
R-véardena for arskurserna vid tidssteg ¢ med

Si, I och R dér i =1,2,...,Ax
dar 7 star for den Arskurs som vardena tillhor. Vidare later vi Ax beteckna

antalet klasser i varje arskurs och kan da beteckna S-, I- och R-vérdena for
varje klass med

84 I och R dir i =1,2,..., Ay och j = 1,2, ..., Ag
dér 4 star for den arskurs och j star for den klass i den arskursen som vérdena
tillhor.
D& antalet smittade elever i en klass uppdateras fran ett tidssteg t till
tidssteg t + 1 far vi att

1) ~ Bin(Sp, B(Hy U H, U H,))

dar Sti’j ar antalet mottagliga elever i klass 4, under det foregaende tids-
steget och alltsa potentiella blivande smittspridare till detta tidssteg, och



P(H, U H, U H,)™ #r sannolikheten att en mottaglig elev i denna klass blir
smittad av nagon annan elev pa skolan, vilken &r indexerad med i, j eftersom
den kommmer att skilja sig at mellan de olika klasserna. P(Hy U H, U H,.)"J
berdknas med hjélp av den formel som beskrivs i avsnitt 3.1 och

P(H)™ =1 (1 p)"

P(H,)" =1— (1 _pa)(fti*fti’j)
och

P(H, )" =1 — (1 — p,)L= 1)

dar

pr = sannolikheten att en elev blir smittad av en specifik klasskamrat

po. = sannolikheten att en elev blir smittad av en specifik elev som gar
i samma arskurs men i en annan klass

pr = sannolikheten att en elev blir smittad av en specifik elev som gar
i en annan arskurs

Iti’j = antalet smittade elever i klass ¢, 7 under tidssteg ¢

Il — IZ 7 — antalet smittade elever som gar i arskurs i
men inte i klass 4, j under tidssteg ¢
I — Iti = antalet smittade elever som gar i nagon annan arskurs

an arskurs ¢ under tidssteg ¢

Vidare far vi precis som i Reed Frost modell att

SZH—I) SZJ Izgl-l)

och

Rl = Ry + 17

Och vi far att de uppdaterade S-, I- och R-viardena for arskurserna och hela
skolan blir

Sétﬂ Z Szt+1 t+1 Z [zt+1 Rétﬂ Z thﬂ)

och



Axp Ap Ay
S(t—i-l) = Zsztﬂ)’ Tiy1) = Zl(zt-i-l)’ Ry1) = ZREH—I)'

i=1 i=1 i=1
Eftersom antalet mottagliga, smittade och immuna elever i en arskurs &r
lika med summorna av antalet mottagliga, smittade och immuna elver i varje
klass i arskursen, och antalet mottagliga, smittade och immuna elever i skolan
ar lika med summorna av antalet mottagliga, smittade och immuna elever i
varje arskurs pa skolan.

3.3 Introduktion av utbrotten

En epidemi kommer inte att bryta ut pa skolan férens nagon elev blir smittad
av en sjukdom utanfor skolan for att sedan sprida den vidare bland &vriga
elever pa skolan. I det hér arbetet vill vi understka hur flera utbrott over
tid péa en skola paverkar varandras storlek. Att det skulle kunna finnas en
paverken utbrotten emellan ar rimligt att anta eftersom att det efter ett
utbrott blir immuna elever pa skolan som under sin resterande tid pa skolan
inte kommer att vara potentiella smittspridare i nagot kommande utbrott.
Da det forsta utbrottet introduceras antar vi att samtliga elever péa skolan
ar mottagliga for smittan. For de kommande utbrotten kommer en andel av
eleverna att vara immuna mot smittan sedan tidigare utbrott. Varje utbrott
introduceras genom att vi later varje mottaglig elev pa skolan bli smittad av
sjukdomen utanfor skolan med en sannolikhet p,. Sannolikheten att nagon
elev pa skolan blir smittad utifran kommer d& att vara beroende av antalet
elever pa skolan som ar mottagliga for smittan fore utbrottets start. Detta
kan gora sa att vissa ar kanske t.o.m. kommer att hoppas 6ver da s& manga
elever har blivit immuna sedan tidigare utbrott att det inte finns tillréckligt
manga mottagliga elever pa skolan for att en epidemi ska kunna bryta ut.
Eftersom samtliga elever pa skolan kommer att vara mottagliga infor det
férsta utbrottet kommer samtliga I- och R-viarden att vara lika med 0 vid
tiden 0. Med tiden 0 menar vi hdr borjan av ett nytt ar just innan ett nytt
utbrott ska bryta ut. S-virdena vid tiden 0 kommer att vara lika med det
totala antalet elever pa skolan, i arskurserna och i klasserna. Infér de féljande
utbrotten kommer samtliga I-virden att vara 0 eftersom inga elever kommer
att vara smittade av sjukdomen mellan utbrotten. Daremot kommer bade S-
och R-virdena att Overtas fran de sista tidsstegen i de ndrmaste foregaende
utbrotten. Med ett tidssteg menas den tid det tar for en smittad individ att
smitta andra individer och sjalv tillfriskna, vilka inte kommer att vara léangre
an att varje utbrott hinner do ut innan ett nytt ar. I bada fallen kommer vid
tiden 1 S-, I- och R-virdena for klasserna att uppdateras enligt foljande

Ii’j ~ Bin(Sé’j,pu)
Si;] — S(l)ﬁ _ Iiv]
Ri?] — R67.7 + Iév]



S-, I- och R-vardena for arskurserna och hela skolan kommer att berak-
nas genom att S-, I- och R-virdena for klasserna summeras.

For foljande tidssteg (2 till utbrottens slut) berdknas S-, I- och R-
vardena enligt beskrivningen i avsnitt 3.1 — 3.2.

4 2 olika modeller for Arsbyte

4.1 Den realistiska modellen

Om vi vill astadkomma simuleringar som ska komma sa néra verkliga smitt-
spridningsforlopp i skolan som mojligt sa ar det rimligast att lata alla elever
som gar pa skolan g& dir s& manga ar som det finns arskurser pa skolan
eftersom det ar sa linge som de allra flesta elever gar i skolan i verklighe-
ten. I den realistiska modellen later vi samtliga elever som bérjar pa skolan
boérja i den lagsta arskursen. Efter varje ar som gar forflyttas de en arskurs
uppat. En elev har alltsa alltid bade samma klasskamrater over alla skolar
och samma elever som gar i samma arskurs som de sjilva. D4 eleverna har
gatt ett ar i den hogsta arskursen slutar de pa skolan.

4.2 Den slumpmassiga modellen

For bade den realistiska och den slumpméssiga modellen genomfors simu-
leringar av utbrotten enligt beskrivningen i avsnitt 3.1 — 3.3. Men i den
slumpmassiga modellen gar inte alla elever i skolan i precis s& manga ar som
det finns arskurser i skolan och slutar efter den hogsta arskursen. Vid slu-
tet av varje ar valjs istdllet slumpméssigt ett antal elever motsvarande en
hel arskurs ut som ersétts med nya elever som inte tidigare har utsatts for
smittan som har spridits pa skolan och darmed &r mottagliga for den.

4.3 Jamforelse mellan modellerna

Inom den matematiska statistiken finns fran matematikern George E. P. Box
féljande kénda citat:

” All models are wrong, but some are useful ” (3,s. 792)

Alla modeller &r fel, men nagra ar anvindbara. Generellt sétt ndr man sétter
upp en modell s strdvar man efter att gora den s& enkel men dnda sé an-
vindbar som mojligt. Om det finns delar av en modell som gor den mycket
mer komplicerad men som bara paverkar resultaten i marginalerna sa ar det
att foredra att avsta fran dessa delar. Skillnaden mellan simuleringar nér
man utgar fran den realistiska modellen i avsnitt 4.1 och den slumpmaéssiga
modellen i avsnitt 4.2 skulle kunna férvintas vara relativt smé eftersom det i
de bade modellerna slutar lika manga elever efter varje ar, och dven om vissa
elever enligt den slumpmaéssiga modellen kommer att gé i skolan i nagot farre



antal ar &n vad det finns arskurser i skolan och andra elever nagot fler antal
ar sa kommer eleverna dar dndé i genomsnitt att ga i skolan lika ldnge som
i den realistiska modellen. Da de finns sammanhang da tillampning av den
slumpmassiga modellen gor berdkningarna ldttare &n om man istéllet tillam-
par den realistiska modellen &ar dessa tva modeller intressanta att jamfora. Da
det i detta fall &r mojligt att tillimpa de bada modellerna &r det intressant
att se hur stort fel vi far genom att tillampa den slumpmaéssiga modellen
istallet for den realistiska modellen. Férlorar man mycket information om
man i andra sammanhang for att astadkomma en forenkling tillampar den
slumpmaéssiga modellen istéllet for den realistiska. En motsvarande situation
dér den slumpméssiga modellen kan tillimpas ar t.ex. om man istéllet for
att understka epdiemispridning i en skola undersoker epidemispridning i ett
helt samhélle som istéllet for arskurs- och klassindelningar av individer kan
ha t.ex. generationsindelningar. Precis som att alla elever befinner sig i en
arskurs under lika lang tid sa befinner sig alla individer i ett samhiille i en
generation under lika lang tid.

En till aspekt som gor jamforelsen av den realistiska och den slumpmés-
siga modellen intressant ar att den slumpmaéssiga modellen paminner mer
om hur individer bérjar och slutar pa en arbetsplats. P4 en arbetsplats ar
det inte typiskt att alla individer jobbar lika lange och precis som pa en
skola s& kan de finnas grupper av anstéllda som ser varandra mer frekvent
och darfor sprider en smitta mellan varandra med en hogre sannolikhet. Det
gor att jamforelsen mellan de tvéd modellerna ocksa skulle kunna ses som en
jamforelse mellan hur epidemispridning beter pa en skola och hur den beter
sig pa en arbetsplats.

5 Reproduktionstalet Ry

D4 tiden t for ett utbrott gar mot odndligheten finns det tva mdjliga scena-
rion.

I: Endast ett fatal individer blev smittade innan utbrottet dog ut.

II: En stor andel av de mottagliga individerna blev smittade innan utbrottet
dog ut.

Mycket jobb har gjorts for att ta reda pa vad som péverkar sannolikheten
for att antingen bara nagra fa individer drabbas av ett utbrott eller att ett
utbrott blir stort. Man har kommit fram till att parmetern Ry, reproduk-
tionstalet, spelar en central roll. Ry &r en beteckning for medelvirdet for
antalet individer som en smittad individ smittar i ett tidigt skede av ett ut-
brott i en population dér de flesta av de 6vriga individerna &r mottagliga for
smittan. Att ett utbrott blir stort i en population, scenario II, & mdjligt om
och endast om Ry > 1. For en ndrmare beskrivning av reproduktionstalet

Ry se (2, s. 6).
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6 Simuleringar och resultat

6.1 Smittspridningsparametrarna

Samtliga simuleringar har gjorts med smittspridningsparametrarna 0.003 ut-
ifran skolan, 0.05 inom klassen, 0.005 inom arskursen och 0.0005 &ver arskur-
serna. Alla simuleringar har &ven gjorts med totalt 1000 elever i skolan och 10
arskurser med 100 elever i varje, men de tva klassstorlekarna 10 elever /klass
och 20 elever/klass har jamforst. For dessa parametrar och elevantal far vi
féljande Ry-vérden:

R =0.05 -9 4 0.005 - 90 + 0.0005 - 900 = 1.35
och
R2% = 0.05 - 19 + 0.005 - 80 + 0.0005 - 900 = 1.8

Eftersom om endast en elev péa skolan smittas utanfor skolan och samtli-
ga av de Ovriga eleverna pa skolan dr mottagliga for smittan sd har den
smittade eleven, beroende av om klasstorlekarna &r 10 elever/klass eller 20
elever /klass, 9 eller 19 klasskamrater som denna smittar med sannolikheten
0.05, 90 eller 80 elever som gar i samma arskurs men i en annan klass som
denna smittar med sannolikheten 0.005 och 900 elever i de andra &rskurserna
som denna smittar med sannolikheten 0.0005. Eftersom bada Rgy-virdena ar
storre dn 1 ar de mojligt att stora utbrott utvecklas bade da klasstorlekarna
ar 10 elever /klass och da de ar 20 elever/klass.

6.2 10 elever/klass

I Figur 2 visas resultaten fran simuleringar av 100 utbrott dels d& arsbytena
har gjorts enilgt den slumpmaéssiga modellen, och dels da arsbytena har
gjorts enligt den realistiska modellen. I bada fallen har klasstorlekarna 10
elever /klass anvénts och 6vriga parameterval har gjorts enligt avsnitt 6.1.
Samma resultat visas dven i en gemensam graf. Vi ser i bada fallen att
storre utbrott foljs av lugnare perioder da inte nagra eller valdigt fa elever
blir smittade. I den gemensamma grafen ser vi &dven att det generellt sett
blir stérre utbrott da den realistiska modellen for arsbyten anvénds &n nér
den slumpmassiga modellen anviands. Under de 100 simulerade utbrotten
dér den slumpmaéssiga modellen for arbyten anvandes blev totalt 2920 elever
smittade. Da den realistiska modellen for arsbyte anvindes blev totalt 5294
elever smittade.

6.3 20 elever/klass

I Figur 3 visas resultaten fran simuleringar av 100 utbrott bade for den
slumpmassiga modellen for arsbyte och for den realistiska modellen. I bada
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10 elever/klass, arsbyte med slump
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Figur 2: 100 simulerade utbrott dels da arsbyte har gjorts enligt den slump-
méssiga modellen och dven dar arsbyte har gjorts enligt den realistiska mo-
dellen, bade var for sig och i en gemensam graf. Foljande smittspridningspa-
rametrar har anvants: p, = 0.003, pr = 0.05, p, = 0.005 och p, = 0.0005.
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fallen har klasstorlekarna 20 elever /klass anvéints. Valen av smittspridnings-
parametrarna har &ven har gjorts enligt avsnitt 6.1. Vi ser liknande monster
for hur utbrottsstorlekarna forédndras 6ver tid som i Figur 2, men med hog-
re toppar, alltsa storre utbrott. Da den slumpméssiga modellen for arsbyte
anvindes blev totalt 4427 elever smittade. Nar den realistiska modellen for
arsbyte anvandes blev 7284 elever smittade.

6.4 Smittspridningsparametrarnas paverkan

Nu har vi jamfort de tva olika modellerna for en specifik kombination av
smittspridningsparametrar. Alla sjukdomar sprids dock inte med en sanno-
likhet som motsvarar de val av smittspridningsparametrar som vi har gjort.
Det ar darfor intressant att underséka hur stor del av den observerade skill-
naden mellan den realistiska och den slumpmaéssiga modellen for arsbyte som
beror pa en faktisk skillnad mellan modellerna, och hur stor del av skillnaden
som har uppstatt for just de val av smittspridningsparametrar som vi har
gjort.

Smittspridningsparametrarnas paverkan pa resultatet jamfors med hjalp av
simuleringar dir féljande kombinationer av smittspridningsparametrar an-
véands:

pr = 0.01 +4-0.001
pe = 0.001 4 ¢ - 0.0001
pr = 0.0001 + 7 - 0.00001

diir i =0,1,2, ..., 160

och

pr = sannolikheten att en elev smittar en klasskamrat
po = sannolikheten att en elev smittar en elev som gar i samma arskurs
men en annan klass

p, = sannolikheten att en elev smittar en elev som gar i en annan arskurs

For samtliga simuleringar anvénds smittspridningsparametern, for san-
nolikheten att en elev smittas utanfoér skolan, p, = 0.003.
For varje i-viarde simuleras 1000 utbrott med slumpmaéssigt &rsbyte emel-
lan och 1000 utbrott med realistiskt arsbyte emellan. For bada grupperna
berdknas medelvirdet for hur méanga elever som smittas per utbrott. For
att tydliggora skillnaden mellan de tva olika modellerna for arsbyte berak-
nas dven differensen mellan och kvoten for de olika medelvirdena. Samma
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Figur 3: 100 simulerade utbrott dels da arsbyte har gjorts enligt den slump-
méssiga modellen och dven dar arsbyte har gjorts enligt den realistiska mo-
dellen, bade var for sig och i en gemensam graf. Foljande smittspridningspa-
rametrar har anvants: p, = 0.003, pr = 0.05, p, = 0.005 och p, = 0.0005.
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procedur genomfors bade med klasstorlekarna 10 elever/klass och klasstorle-
karna 20 elever/klass. Resultaten da klasstorlekarna 10 elever/klass anvindes
presenteras i Figur 4 och resultaten da klasstorlekarna 20 elever /klass anvin-
des presenteras i Figur 5. I Figur 4 ser vi att skillnaden mellan den slump-
méssiga modellen och den realistiska modellen med avseende pa kvoten for
medelviardena da klasstorlekarna dr 10 elever/klass dr som storst ungefar da
sannolikheten for att en elev smittar en klasskamrat ar 0.05, vilket ju &r
precis den parameter som anvindes i de forsta simuleringarna. I figur 5 dér
klasstorlekarna ar 20 elever /klass &r motsvarande kvot som storst for nagot
mindre varden pa smittspridningsparametrarna. Vi kan se att medelvirdena
i bade Figur 4 och 5 férdndras pa liknande sétt men att forédndringen sker
fortare da klasstorlekarna ar storre.

6.4.1 Ro

I Figur 6 visas hur virdet pa reproduktionstalet Ry fordndras for de tva
klasstorlekarna 10 elever/klass och 20 elever/klass da kombinationen av smitt-
spridningaparametrar &ndras. Vardena pa Ry ar berdknade pa motsvarande
sitt som i borjan i avsnitt 6.4. Ungefar da Ry = 4 &r en kritisk gréns for
nér sannolikheten ar stor att de flesta individerna, ~ 98%, i en population
blir smittade under ett utbrott. Vardet 98% har berdknats med hjalp av
formel (4.2) pa sidan 32 i (2). Denna gréns ar darfor markerad i figuren. Da
klasstorlekarna ar 20 elever/klass uppnas Ry-virdet 4 d& sannolikheten att
en elev smittar en klasskamrat ar nagot storre an 0.1. Da klasstorlekarna
ar 10 elever/klass uppnas den kritiska gransen Ry = 4 da sannolikheten att
en elev smittar en klasskamrat ar ungefar 0.15. I Figur 5, ”Olika paramet-
rar, 20 elever/klass”, syns att medelvirdet for antalet smittade elever/ar da
modellen for realistiskt arsbyte har anvénts dr nédra 100 da sannolikheten
att en elev smittar en klasskamrat ar nagot storre an 0.1, vilket motsvarar
precis att samtliga individer i populationen smittas av sjukdomen eftersom
det ar 100 nya elever som borjar pa skolan varje nytt ar. I Figur 4, ”Olika
parametrar, 10 elever/klass”, dr medelvéirdet for antalet smittade elever/ar
da modellen for realistist arsbyte har anvints néra 100 da sannolikheten att
en elev smittar en klasskamrat ar ungefar 0.15.

6.5 Antalet smittade elever i en arskurs Over hela skoltiden

For den realistiska modellen for arsbyte &r det intressant att undersdka hur
antalet immuna elever i en arskurs fordndras under elevernas skoltid. Mot-
svarande undersokning ar svar att gora for den slumpmaéssiga modellen for
arsbyte eftersom inte alla elever gar i skolan under lika lang tid enligt den mo-
dellen. I Figur 7 visas ett exempel 6ver hur antalet immuna elever féréndras,
under en hel skoltid pa 10 ar, i dels en arskurs pa en skola dar klasstorlekar-
na ar 10 elever/klass och dels en arskurs pa en skola dar klasstorlekarna &r
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Olika parametrar, 10 elever/klass
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Olika parametrar, 20 elever/klass
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Figur 6: Visar viarden pa Ry for de tva klasstorlekarna 10 elever/klass och 20
elever /klass da olika kombinationer av smittspridningsparametrar anvéands.
Den kritiska grinsen Ry = 4, da sannolikheten att de flesta individerna i
populationen blir smittade ar hég, ar markerad.

20 elever/klass. I exemplet har férst 10 utbrott simulerats pa bada skolorna
motsvarande en kalibreringsperiod for att inte utgangspunkten skulle vara en
skola dar samtliga elever var mottagliga innan det forsta utbrottet. Déarefter
har tio nya utbrott simulerats efter vilka virden for antalet immuna i de ars-
kurser som har f6ljts 4t har sparats. Da det &r svart att veta om ett exempel
ar representativt for hur antalet immuna elever i en arskurs foréndras under
skoltiden generellt sett ar det intressant att d&ven undersoka vantevardena for
hur manga elever som &r immuna i varje arskurs efter varje ar. Approxima-
tiva vantevarden kan berdknas med hjalp av Monte Carlo-simuleringar.

6.5.1 Monte Carlo-simuleringar

”Simuleringsstudier, eller Monte Carlo-metoder, anvéinds for att skaffa ap-
proximativ information om storheter (oftast sannolikheter eller vintevirden)
som man inte klarar att berdkna analytiskt.” (1, s. 235)
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Figur 7: Visar ett exempel 6ver hur antalet immuna elever kan férdndras i
en arskurs med elever da man foljer dem Gver alla tio ar som de gar i skolan,
dels da klasstorlekarna &r 10 elever/klass och dels da klasstorlekarna &r 20
elever /klass.

Idén om att approximativt bestdmma vantevarden med hjélp av Monte
Carlo-metoder bygger pa Stora talens lag:

”Lat X1, Xo, ... vara en foljd av oberoende slumpvariabler, alla med samma
vantevirde E(X;) = p och standardavvikelse D(X;) = 0 < oc.

Lat X, := % Z?:l X; vara medelvardet av de n forsta variablerna.

Da géller, for godtyckligt € > 0, att

P(| X, —pu|>¢e) =0, dan— 00.”(4,s. 160)

Om man skulle kunna simulera odndligt manga oberoende likaférdelade
slumpvariabler med &ndlig standardavvikelse skulle man kunna bestdmma
vantevardet for dessa genom att berikna medelvirdet av utfallen. Detta &r
dock inte m6jligt. Men genom att géra manga simuleringar kan dndéa ett ap-
proximativt virde for vantevardet som ar tillrdckligt néra de riktiga vérdet
for att vara intressant bestdmmas.

For vardera klasstorlek 10 elever/klass och 20 elever/klass har 1000 ut-
brott med realistiskt arsbyte emellan simulerats. Efter varje utbrott har vér-
den for antalet immuna i varje arskurs sparats. Efter alla utbrott har me-
delvdrdena, som &r vara approximativa vantevirden, for dessa berdknats.
Resultatet presenteras i Figur 8. I figuren syns en tydlig skillnad mellan hur
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Monte Carlo-simulering
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Figur 8: Visar approximativa vintevirden, som har berdknats med hjilp
av Monte Carlo-simuleringar, fér hur manga elever som kommer att vara
immuna i en arskurs efter varje ar under hela skoltiden

manga elever som blir smittade da klasstorlekarna &r 10 elever/klass och da
de &r 20 elever/klass. Observera att virdena &r for de diskreta tidsstegen, fi-
guren siger inget om hur manga elever som har blivit immuna efter ett halvt
ar i en arskurs. Eftersom kurvorna har ett jamt utseende, det férekommer
inte nagra plotsliga hopp mellan nagra arkurser, ar det stor sannolikhet att
de approximativa vantevardena &r néra de verkliga vinteviardena. Att vér-
dena &r strikt vixande for hogre arskurser dr ocksa en indikation pa att de
ar rimliga. Alla elever som blir immuna i en arskurs kommer ocksa att vara
immuna under de kommande aren i skolan.

6.6 Antalet immuna elever som slutar

For att ta reda pa en forklaring till varfor det blir en sa tydlig skillnad mellan
hur manga elever som i genomsnitt blir smittade under ett utbrott da den
realistiska modellen for arsbyte anvands och da den slumpmaéssiga modellen
for arsbyte anvénds, undersoks genomsnitten for hur manga immuna elever
som slutar pa skolorna varje ar.

Vi ser att dessa figurer ar valdigt lika Figur 4 och Figur 5 som visar hur
ménga elever som i genomsnitt blir smittade varje ar. Alla elever som blir
smittade kommer pa lang sikt nagon gang att lamna skolan. Pa lang sikt blir
ocksa darfor dessa virden lika med varandra.
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Figur 9: Visar approximativa virden for genomsnitten for hur manga elever
som ar immuna av de som slutar pa en skola varje ar. Bade den realistis-
ka modellen for arsbyte, den slumpmaéssiga modellen for arsbyte och olika
kombinationer av smittspridningsparametrar jamfors.
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7 Diskussion

7.1 Slutsatser

Vi har sett en tydlig skillnad mellan de tva modellerna fér arsbyte. Utbrot-
ten blir storre da den realistiska modellen f6r arsbyte tillimpas &n nér den
slumpmaéssiga modellen tillampas. Detta skule kunna bero pa att sa manga
elever hinner bli smittade nir de gar 10 ar i skolan att att vissa elever gar
annu langre i skolan enligt den slumpmaéssiga modellen inte kan kompensera
for de elever som gar i skolan en kortare tid och dérmed inte 16per lika stor
risk att bli smittade. Antalet elever som skulle bli smittade under ett verkligt
utbrott ligger troligtvis nagonstans mellan resultaten for de tva modellerna
eftersom det bade finns elever som byter skola och elever som gar om eller
hoppar 6ver nagon arskurs.

7.2 Forslag till ytterligare fragestallningar

Hur ar vantevirdet for hur manga elever som blir smittade under ett utbrott
beroende av hur manga elever som ér mottagliga for smittan innan utbrottet?
Nér ar detta vantevarde lika med vinteviardet for antalet immuna elever som
slutar pa skolan samma &ar? Blir skillnaden mellan de tva modellerna for
arsbyte den samma for en skola med férre arskurser?
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