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Sammanfattning

Denna studie syftar till att underséka en spelares optimala riskni-
vaer och jamfora olika kopstrategier i en férenklad variant av spelet
Kvacksalvare (originaltitel: The Quacks of Quedlinburg). Spelet mo-
delleras som en sekventiell beslutsprocess dér spelaren i varje steg
vager risken for en "explosion” mot den forvintade marginalnyttan som
fas ifall processen fortsétter ytterligare ett steg. Genom Monte Carlo-
simuleringar (10 000 spel per datapunkt) och med hjélp av teorier inom
beslutsteori och resursallokering identifieras optimala risktrosklar («)
for att maximera den forvantade slutpodngen. Resultaten visar att det
ar mer fordelaktigt att investera i dyra resurser (kvalitet) framfor fle-
ra billiga (kvantitet) som annars anvinds i syfte att astadkomma en
utspadningseffekt. Vidare presterar modellen béttre nér risktroskeln
tillats variera mellan spelets nio omgangar, vilket resulterar i ytterliga-
re 6kning av genomsnittliga poangen. Risknivan nar sin hégsta punkt
i ndst sista omgangen for att sedan sjunka i finalen, d& risken att ga
miste om omgangens poang Gverstiger nyttan av ytterligare framsteg.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: zaraminmin@hotmail.com. Handledare: Daniel Ahlberg och Maria Deijfen.



Abstract

This study aims to examine a player’s optimal risk levels and compare
different buying strategies in a simplified version of the board game
Quacks of Quedlinburg. The game is modeled as a sequential decision
process where the player in each step weighs the risk of an "explosion"
against the expected marginal utility that one will receive if the process
continues one step further. With Monte Carlo simulations (10000 per
datapoint) and with theory about decision theory and resource alloca-
tion we identify optimal risk thresholds («) to maximize the expected
final score. The results show that it is better to invest in expensive re-
sources (quality) rather than in multiple inexpensive ones (quantity), a
strategy typically employed to achieve a dilution effect. Furthermore,
the model performs better when the threshold is allowed to vary be-
tween the nine rounds of the game. The risk level reaches its highest
point in the second to last round, before decreasing in the final round,
where the risk of losing the points gained during the round exceeds the
utility of further progress.
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1 Inledning

Spelet Kvacksalvare (originaltitel: The Quacks of Quedlinburg) &r ett mo-
dernt séllskapsspel som i denna studie anviands for att utforska beslutsfat-
tande under osikerhet. Spelet bygger pa slumpméssiga dragningar utan ater-
laggning. Det spelas i flera rundor déar varje runda bestar av tva faser. Den
forsta fasen bestar av dragningarna. Det finns gynnsamma och icke gynn-
samma element och ett kapital byggs upp for ju fler element som dragits.
Spelaren star infor sekventiella val och behover avgéra om beldningen vid
en till lyckad dragning 6vervinner risken av en eventuell ogynnsam dragning
som kan leda till totalt misslyckande. Detta paminner om kortspelet Black
Jack som ocksa inkluderar det klassiska problemet med optimalt stopp.

I spelets andra fas sker en resursallokering dér det intjdnade kapitalet fran
den forsta fasen investeras for att paverka framtida sannolikhetsférdelningen
fér framtida rundor.

Syftet med denna studie ar att genom Monte Carlo-simuleringar jamfora oli-
ka strategier i optimalt stopp baserat pé statistiskt framtagna troskelvarden.
Vidare undersoks hur olika investeringsstrategier paverkar den forvintade
slutpoédngen Over spelets nio rundor.



2 Spelregler

Kuvacksalvare spelas i nio rundor. Varje runda bestar av en dragningsfas foljt
av en kopfas. Nedan beskrivs de centrala momenten och de begrepp som
ligger till grund for den statistiska modellen [6].

2.1 Komponenter och féorberedelser

Spelplanen (kitteln): Varje spelare har en egen spelplan i form av en kittel
med ett 6kande numrerat spar. Positionen pa spelplanen avgdér hur mycket
poéng och kapital spelaren erhaller, se Figur 1.

Figur 1: Spelplanen med det 6kande numrerade sparet [6]. Rutorna och deras
tillhérande siffervarden forklaras ndrmare i avsnitt 2.3.

Startpase: Varje spelare borjar med en pése innehallande nio marker med
tillhorande sifferviarden:

e Vita marker (v, vs,vs): Fyra marker med virde ett, tva med vérde
tva samt en mark med vérde tre. Dessa utgor risken och finns med i
pasen i hela spelet.

e Fargade marker (f1): Tva marker med vérde ett. De bidrar endast
till forflyttning pa spelplanen.

Ovriga markérer: I originalspelet finns #ven “droppar”, “spadomskort”,

“rattsvansar’” med mera for att paverka startpositionen pa spelplanen och
ge olika bonusar, men for att isolera effekten av olika strategival exkluderas
dessa fran studien.

2.2 Dragningsfasen (optimalt stopp)

Under denna fas drar spelaren marker sekventiellt fran sin pase och darefter
placerar ut den pa sin spelplan:



1.

2.3
Efter

Placering: Alla marker 4r markerade med en siffra ¢ som representerar
antalet steg fram p& det numrerade sparet pa spelplanen som marken
ska placeras vid dragning, dar i € {1,2,3,4}.

Explosion: Om den totala siffersumman av de dragna vita marker-
na (v;) overstiger sju, sker en explosion och dragningsfasen avslutas
omedelbart.

Stoppbeslut: Efter varje dragning som inte leder till explosion kan
spelaren besluta om att avsluta fasen eller att fortséatta dra marker ur
pasen.

Kopfasen (resursallokering)

avslutad dragningsfas sker en utvéardering:

. Bel6ning: Slutpositionen pa spelplanen ger segerpoéng och képpoang

(kapital):

e Segerpoing: Dessa ar podngen som i slutet summeras till slut-
poéngen, det vill siga beloppet man vill maximera for att vinna.
Ju langre fram pa spelplanen ens sista mark ar placerad desto mer
segerpoang erhalls. Segerpoéngen ar tva i exemplet i Figur 1.

e K6ppoing: Dessa podng motsvarar siffran som star i det gro-
na filtet pa det numrerade sparet pa spelplanen (motsvarar 10 i
Figur 1).

. Beslut vid explosion: Enligt spelets regler far en spelare som drab-

bats av en explosion vélja mellan att antingen erhalla rundans seger-
poéng eller genomfora Kop.

Investering: Nu fas mdojligheten att expandera pasen genom att ko-
pa maximalt tva nya fargade marker (f1, fa, f4). Priserna definieras
senare i Tabell 2. I originalspelet finns det flera farger pa marker att
kopa: réda, oranga, gula, grona, blaa, lila och svarta. Dessa har alla,
féorutom de oranga, specialeffekter som tillimpas nér de laggs eller ef-
ter dragningsfasen, men 6vriga farger har exkluderats for att forenkla
analyserna av optimeringsproblemet.

Slutet pa spelet: Efter dragningsfasen i runda nio fungerar képfasen an-
norlunda. Eftersom inga ytterligare rundor aterstar, anvinds kdppoéng for
att kopa segerpodng i stéllet for marker. Spelaren erhaller ett segerpoéng
for var femte koppoédng som genererats under omgangen. Notera att vid ex-
plosion i sista rundan maste spelaren vélja mellan de erhallna segerpoédngen
eller konvertera sina képpoéng till segerpoéng enligt vaxelkursen fem till ett.
Vinnaren ar den som har flest segerpoéng efter alla nio rundor.



3 Teori

3.1 Beslutsteori och resursallokering

Héar introduceras begrepp, metoder och kéinda statistiska problem som utgor
grunden for att modellera och analysera beslutsfattande under osdkerhet.
Med hjalp av dessa teorier kan en aktor optimera sitt agerande i ett system
med begrinsade resurser och riskfyllda utfall.

3.1.1 Nytta och marginalnytta

Inom beslutsteori anvinds begreppet nytta (eng. utility) for att kvantifiera en
aktors preferenser [5]. Ett rationellt beslutsfattande forutsétter att aktoren
vill maximera den forvintade nyttan baserat pa den information som finns
tillgdnglig vid beslutstillfallet.

Vidare definieras marginalnytta (eng. marginal utility) som den tillkomman-
de nyttan som erhalls i en process om en aktor véljer att fortsatta med proces-
sen ytterligare ett steg. I ett sekventiellt beslutsproblem vigs marginalnyttan
av en lyckad handling mot den forvantade kostnaden av ett misslyckande.

3.1.2 Optimalt stopp och risktrésklar

Inom matematisk statistik och beslutsteori studeras ofta problem som in-
nefattar sekventiella val. Ett av de mest kinda exemplen pa detta ar det
klassiska sekreterarproblemet (eng. the secretary problem). I denna typ av
problem agerar en aktor stegvis, utan att i forviag veta vad nyttan av framti-
da utfall kommer att vara. Under processens gang stélls aktoren efter varje
dragning infér det binédra valet att avbryta och acceptera den nuvarande
nyttan, eller att fortsdtta processen.

Risken som aktoren tar vid en fortsdttning ar att den framtida nyttan inte
nodvandigtvis blir hogre, och att processen till och med kan resultera i ett
kritiskt misslyckande déar hela beloningen gar forlorad. Malet &r att hitta
exakt ratt tidpunkt att stanna for att maximera den forvantade slutnyttan.
Denna typ av avvigning kallas i litteraturen for optimalt stopp (eng. optimal

stopping) [2].

For att hantera detta rent matematiskt definieras en sa kallad stoppregel
(eng. stopping rule) som avgdr nar processen ska avslutas. En deterministisk
stoppregel kan konstrueras genom att kontinuerligt utviardera den betingade
risken i varje steg. Regeln innebér i praktiken att aktoren jamfér sannolikhe-
ten for ett kritiskt misslyckande vid nésta drag med en férdefinierad maximal
smartgréans, en risktroskel. Processen tillats fortsitta om och endast om den
betingade risken understiger denna troskel.



3.1.3 Kappsacksproblemet

Kappsécksproblemet (eng. the knapsack problem) &r ett véalkdnt problem in-
om kombinatorisk optimering och bygger péa att det finns en kappséck som
ska fyllas med olika objekt fran en given mingd. Varje objekt ¢ har en specifik
vikt w; och ett varde v;. Malet ar att packa kappsécken sa att den innehaller
objekt med sa hogt totalt varde som mojligt, under bivillkoret att objektens
vikt inte 6verskrider kappsickens forutbestdmda tillatna maxvikt W [3].

I det mest grundlaggande problemet, 0-1-kappsdicksproblemet, antas det att
det endast finns ett exemplar av varje objekt och att det antingen véljs att
tas med eller inte. En mer komplex utvidgning av detta ar det begransade
kappsécksproblemet (eng. bounded knapsack problem) dar det tillats att flera
kopior av samma objekt far packas i kappséacken, upp till en fordefinierad 6vre
grans.

Lat x; beteckna antalet valda kopior av objekt ¢, och lat ¢ vara det maximala
antalet kopior av objekten ¢. Det begriansade kappsécksproblemet kan da
formuleras matematiskt som foljande maximeringsproblem:

n
Maximera g Vi T
i=1

med bivillkoren:

n
ZwixiSW
i=1
x; €{0,1,2,...,¢;} fori=1,...,n

Det fordndrar problemet eftersom det nu finns betydligt fler kombinationer
jamfort med 0-1-fallet, eftersom 16sningsrummet véxer och beslutsvigar att
packa kappsécken pa ckar markant.

For att finna den teoretiskt optimala l6sningen till kappsécksproblem tillam-
pas exakta metoder sasom dynamisk programmering. Algoritmen itererar
over objekten och berdknar systematiskt det maximala vérdet for varje kom-
bination i kappsdcken. Det maximala viardet anvinds for att med bakléng-
esutrdkningar avgora vilka féremal som packades.

Att fa fram den béasta kombinationen att packa kappsicken pa blir snabbt
berékningstungt ju fler objekt som ingar i systemet. Darfor finns det andra
tumregler som kan anvéndas for att hitta bra strategier. En &r giriga algorit-
mer (eng. greedy algorithms) som prioriterar objekt med enskild hog nytta,
men som inte nodvéindigtvis resulterar i den hogsta totala nyttan.



3.1.4 Utspiadningseffekt genom populationsékning

Om vi studerar en Bernoulliférdelad slumpvariabel X ~ Be(p), s& ar p sanno-
m

likheten att dra ett element med en viss egenskap, och beridknas som p = 7,
dar m ar antalet kritiska element och n &ar den totala populationen. Detta
ar dven fordelningens vantevirde. For att minska risken att dra ett element
med den kritiska egenskapen i ett system med dragning utan aterlaggning,
det vill siga upprepade Bernoulli-fordelade dragningar med minskad popu-
lation, kan en utspadningseffekt tillimpas. Sannolikheten att dra ett kritiskt
element minskar om populationen 6kar samtidigt som antalet kritiska ele-

ment forblir konstant.

3.1.5 Tidsvirde via baklingesinduktion

Vardet pa en resurs dr beroende av nér i en processen som den inforskaffas.
En resurs som kops tidigt har ett hogre forvantat viarde eftersom den hinner
anvindas flera ganger innan slutet pa processen. Om den i stéllet inforskaffas
néra systemslutet ar sannolikheten lag att den hinner utnyttjas, och virdet
pa resursen dr dirmed lagt.

Via baklédngesinduktion (eng. backward induction) gar det att stegvis baki-
fran berdkna vad som avger bast nytta i varje steg [4]. Metoden kan ddrmed
visa att en strategi fungerar béttre &n en annan fram till och med en viss
grins. Den brytpunkten kan berdknas och anvindas for att ha som tillfalle
att vixla strategival i ett system.

3.1.6 Stegvis optimering

I komplexa system tillimpas ofta stegvis optimering (eng. stepwise optimi-
zation) for att hantera beslutsprocesser som fordndras 6ver tid. Metoden
innebar att man sekventiellt optimerar sitt val i varje steg och bygger nésta
optimerade val pa tidigare val i systemet. Stegvis optimering anvénds for
att det inte &r lika berdkningstungt jamfort med att sdka en global, optimal
16sning i ett stort system [4].

3.2 Stokastisk simulering och Monte Carlo-estimering

For att undersoka resultat som &r for komplicerade att berdkna analytiskt
anvinds stokastiska simuleringar. Genom att upprepa ett experiment ett
stort antal ganger kan man estimera det systemets forvintade viarde. Stora
talens lag ar grunden till Monte Carlo-estimatorn. Lat X, Xo, ..., X, vara
oberoende likafordelade slumpvariabler. Populationens aritmetiska medelvar-
det berdknas X,, = % Yo X; och konvergerar mot den sanna fordelningens
vantevirde p ju fler forsék som gors. Satsen formuleras sadan att sannolik-
heten att skillnaden mellan medelvirdet och véntevirdet &r storre an ett
godtyckligt tal € gar mot noll



lim P(|X, —pu| >¢)=0.
n—oo

Inom simuleringsmetodik kallas detta medelvirde for en Monte Carlo-estimator
och betecknas ofta fip;c [1]. For manga oberoende simuleringar &ar skatt-
ningen vintevirdesriktig och kan fas fram, d&ven nér det &r svart att berdkna
analytiskt.



4 Modellering

I detta kapitel beskrivs den statistiska modellen som ligger till grund for
simuleringarna.

4.1 Forenklingar

For att kunna isolera och analysera de strategiska valen har modellen f6r-
enklats i forhallande till spelets fullstandiga regelverk. Nedan listas de mo-
ment som exkluderas; terminologin i detta avsnitt riktar sig framst till lasare
med kdnnedom om spelets specifika mekanismer:

e Interaktioner: Rattsvansar, droppen, bonusar och moment som beror
pé en motstandares prestationer.

e Specialeffekter: Alla firgade marker antas vara utan specialeffekter
utover sitt sifferviarde. Detta for att undvika brus fran externa variabler
vid optimering av strategier.

¢ Externa slumpmoment: Spadomskort och flaskan.

e Manuella val: Vid explosion automatiseras valet mellan segerpoéng
och kép. Modellen prioriterar kopfasen fram till och med omgéang sex,
varefter segerpoang prioriteras, baserat pa tidsvirdet av resurser (se
avsnitt 3.1.5).

4.2 Matematisk representation av spelet

Vi boérjar med att definiera hur de olika markerna i spelet representeras.
Pasens innehall definieras som en multimingd, det vill sdga en mangd dér
objekt kan férekomma mer &n en gang.

Marker och notation
Da studien begransas till att analysera en enskild farg pa markerna, utéver
de vita, definieras markerna enligt foljande:

e v;: En vit mark med siffervirde i € {1, 2, 3}.
e fi: En fargad mark med siffervirde i € {1,2,4}.

Utifran spelreglerna som presenterades i kapitel 2 kan startpasen S repre-
senteras av multiméngden:

S = {v1,v1,v1,v1,02,v2,03, f1, f1}.

Position och poangberikning
Lat P vara variabeln som beskriver beloningsrutan pa spelplanen. Enligt
reglerna definieras denna som rutan direkt efter den sista placerade marken.



Det numrerade sparet borjar med ett och ddrmed fas startvirdet P = 1. For
varje placerad mark med sifferviarde i uppdateras beloningsrutan enligt:

Pn+1:Pn+i.

Efter avslutad dragningsfas erhalls rundans beloning baserat pa rundans
slutposition P. Képpodngen (kapitalet) motsvarar viardet pa P, medan se-
gerpodngen erhalls enligt féljande formel:

i} LPJ
segerpodng = | - .
Efter spelets sista runda (nionde rundan) konverterar erhallna képpoéang till
segerpoéng enligt detta samband:

képpoéngJ
— |

segerpoang = {

4.3 Beriakning av explosionsrisk

Nar marker dras ur pasen dndras andelen vita marker i pasen. Endast de
vita markernas siffersumma avgér om en explosion kommer att ske eller e]
och en explosion intraffar nér siffersumman av de dragna vita markerna &ar
strikt storre dn sju.

Eftersom man inte vet i borjan av en omgang hur manga marker som kom-
mer att dras beréknas risken pa nytt infor varje enskild dragning. Modellen
undersoker hur manga av de kvarvarande vita markerna i pasen som skulle
orsaka en explosion om de drogs. Sannolikheten for en explosion vid ytterli-
gare en dragning berdknas enligt:

antalet vita marker som orsakar explosion

P(explosion) =
(exp ) totala antalet marker i pasen

Det finns sex unika kombinationer av vita marker som orsakar en explosion.
Dessa kombinationer redovisas i Tabell 1.

Tabell 1: Unika kombinationer av vita marker som resulterar i en explosion.

Antal v1 Antal v9 Antal v3 Total summa

4 2 0 8
3 1 1 8
1 2 1 8
4 1 1 9
2 2 1 9
3 2 1 10




4.4 Beslutsmodell och risktroskel («)

For att faststalla en statistiskt grundad stoppregel anviands en beslutsmo-
dell som grundar sig i en risktroskel, som betecknas med parametern . Som
beskrivits i avsnitt 4.3 berédknas sannolikheten for en explosion pa nytt ef-
ter varje dragning. Déarefter jamfors sannolikheten med parametern o for
att avgora om dragningsprocessen ska fortsétta eller avbrytas. Beslutsregeln
definieras enligt foljande:

e Om P(explosion) < a: Fortsétt dra ytterligare en mark.

e Om P(explosion) > a: Avbryt dragningsfasen och stanna pa nuvarande
position.

Genom att variera a € [0, 1] kan modellen simulera allt fran en spelare som
inte tar nagon risk (o = 0) till en riskbenégen spelare som tar maximal risk
(=1).

4.5 Kopstrategier

For att kunna besvara fragestéllningen géllande skillnader i resultat bero-
ende pa vilken kopstrategi som anvinds behéver vi nu definiera tva olika
kopstrategier. Det gors med hjélp av avsnitt 3.1.3 och 3.1.4. Forst definierar
vi priserna for de fargade markerna.

Tabell 2: Priserna for nya fargade marker i valutan képpoéng.

Siffervirde pa fargad mark Pris (koppodng)

1 4
2 10
4 17

Enligt spelets regler ar det tillatet att képa max tva marker per runda under
kopfasen. Hade forutsattningarna varit annorlunda och det hade varit tillatet
att kopa fler &n tva marker hade utspadningseffekten fungerat annorlunda.
Detta eftersom koppoédngen i manga rundor hade rackt till fler &n tva fargade
marker och det medfor dven att antalet kombinationer av marker for att hitta
det mest optimala sédttet att packa kappsacken pa hade okat.

4.5.1 Kopstrategi 1 (kvalitet)

Denna strategi bygger pa en girig algoritm. Den borjar med att kopa den
dyraste marken som képpoédngen racker till och dérefter koper den aterigen
den dyraste marken som koéppodngen riacker till. Det medfor att det finns
en risk att den bara har rad med en mark och att det aterstar oanvénda
koppoédng efter kopfasen.

10



4.5.2 Kopstrategi 2 (kvantitet)

Till skillnad fran Kvalitetsstrategin prioriterar denna strategi att maximera
antalet marker i pasen for att reducera risken for explosion. Om och endast
om koppoéngen récker till att kopa tva marker kommer kvantitetsstrategi
att vélja det, &ven om det innebér att det finns aterstaende képpoédng. Ex-
empelvis om koppoédngen motsvarar 10 kommer Kvalitetsstrategin att kopa
f2 (pris 10), medan Kvantitetsstrategin véljer tva fi (pris 4 + 4 = 8) for att
snabbare spada ut pasens innehall.

4.6 Stokastisk simulering och parameteroptimering

Vi simulerar med Python 10000 fullstindiga spel per varje troskelviarde i
méngden

a ={0; 0,01; 0,02; ...; 0,99; 1}

Dérefter berdknas medelvirdet pa summan av totalvirdena for varje «, vilket
ger en uppskattning av det det forviantade vardet av ett spel for respektive
stoppregel. Detta gors for bada kopstrategierna for att identifiera vilken kom-
bination av risktroskel och strategi som genererar mest totala segerpoéng.

Analys av specifika omgangar

For att undersoka kopstrategiernas effektivitet utfors en kinslighetsanalys av
de specifika omgangarna dér investeringsvalen divergerar. Syftet &r att isolera
utfallen dér kdpstrategierna stélls mot varandra, och darfor fixeras képpo-
angen till de kritiska podnggrénsnivaerna: 10, 17 samt 20 podng (grénsvalet
motiveras i Tabell 3). Dessa nivaer representerar typiska podngutfall i de
tidiga, mittersta respektive sista spelrundorna.

Dérefter simuleras en omgang for att se hur de nyinképta markerna presterar.
For att simulera det sa likt det verkliga spelet som mdjligt simulerar vi
spel med olika innehall i pasen. Medan antalet vita marker i pasen halls
konstant (motsvarande startpasen), varieras méangden fargade marker (fi)
stegvis mellan 2 och 16. Detta representerar pasens utveckling fran omgang
ett till atta. For varje konfiguration av pasen utférs 10000 (alfa viljs till den
risk som genererar hogst slutpoéng i foregaende test) simuleringar av tva
spelomgangar for att erhalla ett stabilt forvintat varde.
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Tabell 3: Investeringar for kopstrategierna vid olika poéngnivaer.

Koppodng Kopstrategi 1 (kvalitet) Kopstrategi 2 (kvantitet)

<7 bit 1

8-9 fi, f fi, fi
10-13* fo fi, fi
14-16 fa, fi f2, fi
17-19* fa f2, f1
20% fa f2, f2
> 21 fa, fa Ja, fa

* Markorerna 10, 17 och 20 indikerar de lagsta poangnivaerna déar
strategierna divergerar i sina val.

Stegvis optimering av dynamisk risk

Vidare underscks effekten av att anvianda en dynamisk risktroskel, dar a re-
presenteras av en vektor @ = [aq, g, . . ., ag] 1 stéllet for en konstant variabel.
Risken kan alltsa variera mellan omgéngarna. Detta simuleras som tidigare
10000 ganger per risktroskel for att med stegvis optimering hitta vilken risk
som dr bast att ta per omgang och strategi enligt féljande process:

1. ag till ag fixeras till ett initialvirde (testar det som genererade hogst
forvintad avkastning per respektive kopstrategi i tidigare test samt 0
och 1).

2. «aq itererar mellan 0 och 1 med steglangd 0.01 for att maximera slut-
poangen.

3. Det optimerade vardet pa «; fixeras, och processen upprepas for as
och sa vidare for alla omgangar n € {1,...,9}.

Pa sa sitt fas en vektor 6ver optimala sannolikheter att sluta dra marker for
varje omgang och for bada kopstrategierna.

Jamforelse mellan konstant risk och dynamisk risk

Slutligen jamfors resultatet av en optimerad, konstant risktroskel o genom
alla omgangar med resultatet av en stegvis optimerad, dynamisk risk @ (bag-
ge med den mest optimala kopstrategin enligt foregaende test). Detta for att
undersoka ifall det finns nagon métbar skillnad om man spelar med samma
risk jamfort med om den tillats variera.
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5 Resultat

5.1 Konstant risktroskel («)

For ett konstant viarde pa risktroskeln « erhélls dessa resultat for den for-
vantade slutpodngen vid test med bégge kopstrategierna.

Genomsnittliga segerpoang vs Alfa

—— Strategi 1: kvalitet
Strategi 2: kvantitet

28

] N ]
o 8] S
| | |

Genomsnittliga segerpoang

—
[=-]
L

16 +

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Alfa (max acceptabel risk att sprangas)

Figur 2: Riskparametern « varierar mellan 0 och 1 med en steglingd 0,01
och respektive Monte Carlo-estimatorer plottas for alla risknivaer for bagge
kopstrategierna.

I Figur 2 observeras att kopstrategierna genererar likvardiga slutpodng vid
laga risknivaer, med en okning fram till o =~ 0,2 (Kopstrategi 2:s max). For
Kopstrategi 1 ligger podngen dérefter stabilt kring 28 fram tills o =~ 0, 3.
For Kopstrategi 2 avtar dock podngen redan efter o =~ 0,25 (Kopstrategi
1:s max), varefter bada strategierna sjunker néstan linjért ned till o ~ 0, 8.
Poéngen &r néstan oférandrad fram till risker néra 1, men dérefter dalar den
for bagge kopstrategierna. Graferna visar ett snarlikt beteende, men med en
konsekvent skillnad pa cirka tva poéng fran a = 0, 3 till ungefar o = 0, 95.

For att utvardera effektiviteten hos de tva kopstrategierna berdknas respek-
tive medelvirde och standardavvikelse for slutpoingen baserat pa 10000
simuleringar vid de optimerade risktrosklarna o = 0,25 (Kopstrategi 1) och
a = 0,20 (Kopstrategi 2). Resultatet presenteras i Tabell 4.

13



Tabell 4: Statistisk jamforelse mellan Kopstrategi 1 och Kopstrategi 2.

Strategi Medelpoang (X) Standardavvikelse (s) n
1 (Kvalitet) 28,00 4,43 10000
2 (Kvantitet) 27,58 4,12 10000

Skillnaden i forviantade slutpodng for kopstrategierna med deras respekti-
ve basta konstanta risktroskel « ar 0,42 podng. Att prioritera kvalitet Gver
kvantitet genererade i snitt néstan ett halvt podng mer &n om man priorite-
rade kvantitet.

5.2 Analys av specifika omgangar

Naér vi fixerade koppoéngen till gransnivaerna, det vill sdga dér kopstrategier-
na borjade vilja annorlunda, och simulerade en omgang med den optimerade
risktroskeln o = 0,25 kunde vi jamfora kopstrategierna. Vi observerar att
i alla tre fallen, det vill sdga vid kapitalnivaerna 10, 17 och 20, genererade
Kopstrategi 1 fler poéng for alla olika antal fargade marker med siffervirde
ett (f1) forutom i enstaka fall (se Figur 3, Figur 4 och Figur 5).

D& koppoéngen fixerades till 10 presterade Kopstrategi 1 i genomsnitt 0, 86
poéng béttre &n Kopstrategi 2. I bada fallen nér képpoéngen sattes till 17
och 20 genererade Kopstrategi 1 i snitt 0,94 poang mer. Resultaten redovisas
i Tabell 5.

Tabell 5: Sammanstéallning av statistisk jamforelse vid specifika kdppoéng.

Strategi 1 (Kvalitet) | Strategi 2 (Kvantitet)
Koppoiing | Medel (X) Std.avv. (s) | Medel (X) Std.avv. (s)

10 1,68 0,84 1,64 0,84
17 2,04 1,10 1,80 0,98
20 2,04 1,10 1,95 1,06
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Genomsnittlig poang efter 2 rundor

Genomsnittlig poang efter 2 rundor

Jamférelse av kdpstrategier, képpoang fixerat till 10 och alfa=0.25

—8— Strategi 1 (kvalitet)
—#— Strategi 2 (kvantitet)
2.4
2.2
2.0
1.8 1

T
2 4 6 8 10 12 14 16
Antal fargade marker vid start (f_1)

Figur 3: Resultat vid 10 koppoéang.

Jamforelse av kopstrategier, koppoang fixerat till 17 och alfa=0.25

—&— Strategi 1 (kvalitet)
—#— Strategi 2 (kvantitet)
2.6
2.4
2.2
2.0
1.8

2 4 6 8 10 12 14 16
Antal fargade marker vid start (f_1)

Figur 4: Resultat vid 17 képpoang.
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Jamférelse av kdpstrategier, képpoang fixerat till 20 och alfa=0.25

—8— Strategi 1 (kvalitet)
2.7 Strategi 2 (kvantitet)
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Figur 5: Resultat vid 20 képpoéng.

5.3 Stegvis optimerade risktrosklar

Néar riskparametern i stéllet underscks som en vektor, det vill sdga nir «
inte nédvindigtvis ar konstant, fas resultatet som visas i Tabell 6.

Tabell 6: Optimala risktrosklar (med initalvirden o = 0.25 och a = 0.20)
per runda baserat pa stegvis optimering.

Runda Kopstrategi 1 (kvalitet) Kopstrategi 2 (kvantitet)

1 0,30 0,44

2 0,17 0,19

3 0,33 0,26

4 0,23 0,18

) 0,22 0,15

6 0,15 0,12

7 0,32 0,37

8 0,39 0,48

9 0,19 0,22
Medelpoiing (X) 28,48 28,11
Standardavvikelse (s) 4,07 3,71

De stegvis optimerade riskerna varierade per omgang och strategi. Bada
strategierna hade hogst risktolerans omgang atta och tog en hog risk forsta
omgangen. Kopstrategi 1 gav en hogre slutpodng med ett snitt pa 0, 37 poéng
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mer #n vad kopstrategi 2 genererade med sin optimerade vektor &. Aven
testen med initialvardena 0 och 1 resulterade i att Kopstrategi 1 presterade
béttre med 0,22 respektive 0,24 poang, for detaljer se Tabell 8 respektive
Tabell 9 i Appendix.

5.4 Slutgiltig jdmforelse

Den forvintade slutpodngen for den optimerade risktroskeln o = 0.25 (Kop-
strategi 1) jadmfordes med den forvintade slutpoéngen for den optimerade
vektorn @ = [0.30,0.17,0.33,0.23,0.22,0.15,0.32,0.39, 0.19] (Kopstrategi 1).

Tabell 7: Statistisk jamforelse mellan Kopstrategi 1 med olika a.

Strategi Medelpoéng (X) Standardavvikelse (s)
Kvalitet (opt. konstant alfa) 28,00 4,43
Kvalitet (opt. dynamiskt alfa) 28,48 4,07

Fordelning av slutpoang: Konstant vs. Dynamisk risktroskel
[

0.10 1 mmm Képstrategi 1: Opt. konstant alfa (0.25)
[ Kopstrategi 1: Opt. dynamiskt alfa

= = Medelvarde (Konstant)

== Medelvarde (Dynamisk)

o
o
o

Sannolikhetstathet (Density)
g
4

0.02 4

0.00 +

30
Slutpoang

Figur 6: Histogram som visar sannolikhetstatheterna fér 10000 spel med
konstant risk samt dynamisk risk, bada med Kopstrategi 1.

Vi observerar att simuleringarna genererade slutpoang mellan 11 och 45 se-
gerpoang. Den forvintade slutpodngen &r 0,48 poéng béttre for den stegvis
optimerade dynamiska risken &n den optimerade konstanta risknivan c.
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6 Diskussion

I detta kapitel analyseras resultaten i syfte att utvirdera de olika risktrésk-
larna samt att avgora vilken av Kopstrategierna 1 (kvalitet) och 2 (kvantitet)
som ér effektivast.

6.1 Konstant risk a och utspadningseffekten

Vid optimering av den konstanta risktroskeln o observeras att bada kop-
strategierna genererar likvardiga forvintade slutpoéng for risknivaer upp till
a = 0,2. Detta forklaras av att en lag risktolerans tvingar spelaren att av-
bryta dragningsfasen tidigt, vilket resulterar i att kapitalet (koppoédngen)
inte hinner byggas upp. Foljaktligen nar spelaren ofta inte Gver den forsta
kritiska podngnivan 10, vilket innebér att i tidiga rundor hinner modellen
inte separera kopstrategierna (se Tabell 3).

Vidare néar risktoleransen overstiger o« = 0,2 presterar Kopstrategi 1 kon-
sekvent battre. Vid en forsta anblick kan det framsta som att Kopstrategi
2 borde ge en béttre utspadningseffekt eftersom den satsar pa att fylla ut
pasens innehall med tva nya marker. Isoleras ett enskilt drag stdmmer det
att risken ar ldgre om det finns en storre andel icke-vita marker i pasen.
Observeras daremot dragningsfasen som en helhet, krdver Képstrategi 2 ett
storre antal dragningar for att nd samma bel6ningsruta pa spelplanen. Fler
dragningar implicerar fler riskfyllda beslut. Kopstrategi 1 &r effektivare da
den investerar i hogre siffervirden, vilket leder till langre forflyttningar pa
spelplanen. Detta minimerar den ackumulerade risken. Simuleringarna be-
kraftar detta da kombinationen av den konstanta risktroskeln a = 0,25 och
Kopstrategi 1 visade sig vara dominant och generera i snitt 0,42 podng mer.

6.2 Kopstrategiernas effektivitet och resursallokering

Hela dragningsfasen bestar av sekventiella beslut déar spelaren véger risken
for explosion mot den forvintade marginalnyttan av att fortsétta. Pa grund
av att Kopstrategi 1 systematiskt prioriterar att investera i marker med hoga
siffervirden, maximeras den forvintade beléningen av varje enskild lyckad
dragning. Nér spelaren sedan star vid ett stoppbeslut skulle en rationell spe-
lare anse det viga tyngre att fortsdtta dra om pasens innehall bestér av
marker med hogre siffervarde. Kopstrategi 1 genererar ddrmed hégre margi-
nalnytta och simuleringarna fran testet av “specifika omgangar” visar dess-
utom att oavsett hur manga firgade marker med siffervirde ett som finns i
pasen dominerar Kopstrategi 1.

Med det sagt sa begréinsas dock Kopstrategi 2. Kappsécksproblemet paverkas
av begrinsningen "max tva marker per kopfas”. Kopstrategi 2 (kvantitet)
hade gynnats mer om det var tillatet att kopa flera marker &n tva eftersom
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det da hade gatt att spada ut pasens innehéall fran vita marker mer. Till
exempel om 20 koppoéng erhalls i en omgang, da valjer Kopstrategi 2 att
kopa {f2, fo} men om det i stéllet hade varit tillatet att kopa fem fargade
marker med siffervirde ett f; hade pasen snabbt fyllts ut med icke-vita
marker. Det totala inhandlade siffervardet hade i detta exempel &ven okat
fran fyra till fem, vilket ocksé paverkar hur langt fram pa spelplanen en
spelare kan ta sig i kommande rundor.

6.3 Dynamisk risk @ och tidsvarde

Vid test av en dynamisk risktroskel som tillats variera mellan spelets nio
omgangar ser alla riskvektorer likartade ut. Modellen ar sa pass robust att
initialvirdet knappt fordndrar resultatet pa vektorn. Det gemensamma be-
teendet for omgangarna ett, atta och nio ar anméarkningsvért och tolkas mer
i detalj nedan.

Anledningen till att modellen tar en relativt hog risk i boérjan a =~ 0,30 &r
eftersom den forvintade nyttan som erhalls av att dra fler marker &r hogre dn
om dragningsfasen avslutas. Om det skulle ske en explosion mister spelaren
inte ménga segerpoéng, eftersom det i tidiga skeden i spelet inte brukar
erhallas mer an ett till tre segerpoang per omgéng. Nyttan &r hog pa grund
av att en mark som inférskaffas redan i tidiga omgangar sannolikt kommer att
dras under flera kommande rundor jamfért med en mark som kops senare da
pasens innehall dessutom har véxt, vilket minskar sannolikheten &nnu mer.

Omgang atta har hogst risktroskel for de optimerade framtagna initialvér-
den samt extremvérdena 0 och 1. Detta forklaras som sagt av att nyinkopta
marker i omgang atta troligtvis inte ldr dras under omgang nio. Det inne-
bar att det kan vara mer gynnsamt att fortsétta dragningsprocessen och vid
explosion prioritera att fa segerpodng framfor képpoédng. Képpodng som an-
vands pa marker som inte dras skulle kunna ses som bortslésade képpoéang,
darmed ar det battre att ta en hogre risk i nést sista och eventuellt dven re-
dan i sjunde omgangen. Vart att ndmna ar dock att i spelet finns frestelsen
att dnda vilja anvéinda képpoéngen i senare omgangar eftersom det oftast ar
forst da som mojlighet fas att kunna képa dyrare marker.

Att risknivan sedan sjunker till sista omgangen beror pa att det &r sista
mojligheten att fa podng. Eftersom segerpoang erhalls pa tva satt; genom
att komma langt pa spelplanen och erhalla segerpodng som vanligt samt att
komma langt och konvertera kdppoéang till segerpoéng. Bada sétten bygger
pa att spelaren kommer sa langt fram pa spelplanen som mdjligt. Om en
explosion intraffar nu, férloras hart intjanade poang som férmodligen skulle
kunna vara avgorande for ifall vinst mot en annan spelare skulle ske eller
ej. Viaxelkursen att kopa segerpoéng for koppoang sista omgangen definieras
som 5:1 i reglerna i kapitel 2. Det ar ett relativt stort hopp pa spelplanen
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med tanke pa att majoriteten av markerna i pasen har siffervirdena ett
och tva. Att riskera att forlora koppoéngen (som har en dyrare kurs &n hur
segerpoédngen definierades) &ar ofta inte vért ett eventuellt extra segerpodng
som skulle tillkomma vid ytterligare en dragning. I sista omgangen finns det
fler marker i pasen och darfor férviantas man komma ldngre pa spelplanen
och diarmed &ven tjéna fler segerpodng samt koppoang. Spelaren har darmed
inte rad att lata en explosion ske i sista omgangen och spelar béast med en
lagre risktolerans.

Slutsatsen ar att Kopstrategi 1 i kombination med en stegvis optimerad
risktroskel @, dér initialrisken var o = 0,25 (den optimerade konstanta risk-
toleransen), genererade den hogsta forvantade slutpodngen.

6.4 Modellens begrinsningar och framtida forskning

Trots att simuleringarna visar pa statistiska trender finns det begrinsningar
i den valda beslutsmodellen. Framtida forskning skulle kunna utféras for att
undersoka flera exkluderade moment. I denna studie begréansade vi oss till
att undersoka spelet utifran en spelare. Det innebar att flera komponenter
som bonusar, hjilp om man ligger langt bak podngméssigt jamfort med andra
samt den psykologiska stressen vid jamforelse av hur langt andra kommit, har
ej inkluderats i modellen. Att simulera ur ett mer spelteoretiskt perspektiv
dar man till exempel inte vet hur andra spelare spelar hade varit intressant
att undersoka da det mer hade liknat det riktiga spelet.

Ett ytterligare moment som exkluderats var specialeffekterna hos de olikfér-
gade markerna. Att inkludera detta hade gjort spelet mer komplext eftersom
det hade funnits manga fler kombinationer att packa kappsécken pa. Dess-
utom hade priserna pa markerna redan varit definierade. Eftersom vi endast
begrénsade oss till en fiarg behévde kostnaderna for markerna definieras uti-
fran ett ungeférligt medelviarde fran originalspelets regler. Det finns en risk
for att hoppen mellan priserna pa markerna som kunde inhandlas var for
hoéga, vilket medforde att skillnaden pa kopstrategierna inte var sa stor. Det
skiljer sig bara pa totalt atta stallen, da koppo#angen dr 10-13 och 17-20 (se
Tabell 3).

Beslutsmodellen antog att efter omgang sex &r brytpunkten for nér spelaren
véljer att erhalla segerpoéng eller spendera rundans erhallna kdppoéng. Att
understka noggrannare for vilken omgéng som dr optimal att ha brytpunkten
vid eller eventuellt om det hade varit mer optimalt att variera mer mellan
omgangarna hade varit en intressant framtida undersckning.

Slutligen, hade det dven varit givande att understka skillnaden i resultat ifall
en baklidnges stegvis optimering hade utforts for att finna en eventuellt &nnu
battre risktolerans som genererar &nnu hogre forvintad slutpoéng.
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Appendix

Kompletterande resultat for extrema initial-risktrosklar

Nedan redovisas tabellerna for de stegvis optimerade risktrésklarna nér ini-
tialvirdet for & sattes till extremfallen 0 och 1.

Tabell 8: Optimala risktrosklar (med initialvirden oy = -+ = ag = 1) per
runda baserat pa stegvis optimering.
Runda Kopstrategi 1 (kvalitet) Kopstrategi 2 (kvantitet)

1 0,28 0,26

2 0,17 0,19

3 0,14 0,14

4 0,24 0,19

5 0,21 0,19

6 0,16 0,10

7 0,41 0,42

8 0,57 0,43

9 0,24 0,17

Medelpoing (X) 28,47 28,23

Standardavvikelse (s) 3,91 3,52
Tabell 9: Optimala risktrosklar (med initialvirde a; = --- = ag = 0) per

runda baserat pa stegvis optimering.
Runda Kopstrategi 1 (kvalitet) Kopstrategi 2 (kvantitet)

1 0,29 0,30

2 0,19 0,19

3 0,14 0,13

4 0,18 0,19

) 0,13 0,13

6 0,19 0,12

7 0,31 0,45

8 0,55 0,70

9 0,24 0,22

Medelpoing (X) 28,40 28,18

Standardavvikelse (s) 3,87 3,45

Dessa tabeller foljer samma monster som den med optimerade initialrisker.
Forsta omgangen startar med en relativt hog risk, sjunker i omgangarna tva
till sex for att sedan 6ka kraftigt i omgang sju och na sitt maximum i omgang
atta. Slutligen sjunker risktoleransen i sista omgangen.

21



Referenser

1]

2]

13l

4]

[5]

(6]

Blom, G., Enger, J., Englund, G., Grandell, J., & Holst, L. (2017). San-
nolikhetsteori och statistikteori med tillimpningar. Studentlitteratur.

Ferguson, T. S. (2007). Optimal Stopping and Applications. University of
California.

Kellerer, H., Pferschy, U., & Pisinger, D. (2004). Knapsack Problems.
Springer Berlin, Heidelberg.

Osborne, M. J. (2004). An Introduction to Game Theory. Oxford Univer-
sity Press.

Varian, H. R. (2014). Intermediate Microeconomics: A Modern Approach.
W.W. Norton & Company.

Warsch, W. (2024). The Quacks of Quedlinburg: Game Instructions. Sch-
midt Spiele GmbH. https://www.schmidtspiele.de/files/Retail/
72dpi_PNG/88220_Quack_rules_english_2024.pdf (Hamtad: 2026-04-
10)

22


https://www.schmidtspiele.de/files/Retail/72dpi_PNG/88220_Quack_rules_english_2024.pdf
https://www.schmidtspiele.de/files/Retail/72dpi_PNG/88220_Quack_rules_english_2024.pdf

