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Sammanfattning

Detta examensarbete undersoker hur matfel i aldersbestdmning av
fjallroding paverkar skattningen av sambandet mellan fiskens alder och
logaritmerad kvicksilverhalt. Tva dataset fran Naturhistoriska riksmu-
seet anvéndes i analysen, ett med upprepade aldersbestdmningar for
att skatta métfelets storlek och ett separat dataset med kvicksilverhalt
och uppskattad alder for regressionsanalysen. Den naiva regressions-
modellen jamfordes med tva metoder for métfelskorrigering, method
of moments och SIMEX, och oséikerheten i skattningarna analyserades
med parametrisk bootstrap.

Resultaten visade att den naiva modellen gav lagre lutningsskatt-
ningar dn de métfelskorrigerade metoderna. Skillnaden mellan method
of moments och SIMEX var liten, medan antagandet om métfelets
storlek hade storre betydelse for de korrigerade skattningarna. Arbe-
tet visade att matfel i alder kan paverka skattningen av sambandet
mellan alder och kvicksilverhalt, men att antaganden som gors spelar
en stor roll och bér beaktas i denna typ av analys.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: lucasfroderbergl@outlook.com. Handledare: Martin Skold.



Forord

Denna rapport i matematisk statistik pa 15 hp har genomférts i samarbete med Stockholms
universitet och Naturhistoriska riksmuseet. Jag vill rikta ett stort tack till min handledare
Martin Skold for vardefulla rad och insikter under arbetets gang.

Jag vill &ven uppmérksamma anvindningen av Al-baserade sprakmodeller, sasom Chat-
GPT och Claude. Dessa har framst anvéints for att effektivisera kodning i R och LaTeX
samt for spraklig aterkoppling och korrekturldsning.
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1 Inledning

Maétningar av gifthalter i fisk &r ett etablerat tillvigagangsséitt inom miljéévervakning och
naturvetenskaplig forskning. Kvicksilverhalt i fisk antas paverkas av fiskens alder, eftersom
fiskar som levt langre har ackumulerat kvicksilver 6ver en langre tid. Nar detta samband
analyseras statistiskt uppstar dock ett problem. Fiskens alder &r inte en direkt observerbar
variabel, utan maste uppskattas genom aldersbestdmning. Eftersom denna bestdmning
kan vara osdker innebér det att den férklarande variabeln i regressionsanalysen kan vara
felmaétt.

1.1 Bakgrund

Inom svensk miljoévervakning anviands fisk bland annat for att félja metaller och andra
miljogifter i sjpar och marina omraden [1]. Vid en statistisk analys av detta sammanhang
ar kvicksilverhalt en naturlig responsvariabel, medan alder ar en naturlig kovariat eftersom
den kan betraktas som en proxy fér exponering éver tid. Beroende pa art kan fiskars alder
uppskattas genom avldsning av exempelvis otoliter eller fjall [2]. For att uppnéd sa hog
precision som mojligt bér den metod anvindas som &r bast lampad for den aktuella arten.
For fjallroding, som studeras i detta arbete, har ytundersokta otoliter visat sig ge hog
precision vid aldersbestdmning [3].

Osékerheten i aldersbestdmningen kan bland annat bero pa metodval eller pa vem som
utfort avlasningen. Om métfelet i alder ignoreras i regressionsanalysen blir skattningen av
sambandet mellan alder och gifthalt snedvriden. Detta problem brukar kallas errors-in-
variables.

1.2 Syfte

Syftet med detta arbete dr att undersdoka hur maéatfel i fiskars dldersbestdmning paver-
kar skattningen av sambandet mellan alder och logaritmerad kvicksilverhalt i fjallroding.
Arbetet jaAmfor en naiv regressionsmodell med tva metoder fér métfelskorrigering, MoM
och SIMEX, samt analyserar osékerheten i de korrigerade skattningarna med parametrisk
bootstrap.

1.3 Disposition

I kapitel 2 beskrivs de dataset som anvands i arbetet samt sambandet mellan dem. Ka-
pitel 3 presenterar den teori och metoder som ligger till grund fér analysen. I kapitel 4
tilldimpas metoderna pa de tva dataseten, och resultat samt osékerhetsanalys redovisas.
I kapitel 5 diskuteras resultat, antaganden och begrédnsningar. Slutligen sammanfattas
arbetets viktigaste slutsatser i kapitel 6.



2 Datamaterial

I arbetet anvands tva dataset med olika roller. Det forsta anvands for att skatta osdkerheten
i aldersbestdmningen, medan det andra anvénds i regressionsanalysen av sambandet mellan
kvicksilverhalt och &alder.

2.1 Aldersbestimning med replikat (agedata)

Datasetet agedata innehaller upprepade aldersbestédmningar av samma fisk utférda av flera
olika oberoende ldsare. For varje fisk finns mellan tva och fyra tillgéngliga avlasningar.
Om éldersavldsningarna i agedata forst sammanfattas till ett medelvérde per fisk varierade
aldrarna mellan 2.25 och 7.00 ar, med medelvéirdet 4.33 och variansen 0.75. Eftersom alla
fiskar inte har lika manga observationer ar datasetet obalanserat. Detta &ar viktigt i den
fortsatta analysen, eftersom olika fiskar ddrmed bidrar med olika mycket information till
skattningen av maétfelet.

Tabell 1: Fordelning av antal aldersbestdmningar per fisk i agedata.

Antal méatningar 2 3 4
Antal fiskar 1 59 118

Tabell 1 visar att majoriteten av fiskarna har tre eller fyra aldersbestdmningar. Datasetet
ger ddrmed underlag for att studera variation bade mellan fiskar och mellan ldsare.

2.2 Kuvicksilverdata (hgdata)

Datasetet hgdata innehaller observationer av kvicksilverhalt och uppskattad alder for totalt
212 fiskar. For fisk ¢ betecknas kvicksilverhalten med y; och den observerade, uppskattade
aldern med w;. I regressionsanalysen anvinds den logaritmerade kvicksilverhalten som re-
sponsvariabel och alder som férklarande variabel. Nar kvicksilverhalt diskuteras i samband
med regressionsmodellerna avses dérfor fortsiattningsvis den logaritmerade kvicksilverhal-
ten. Eftersom den sanna aldern inte observeras direkt, utan endast genom den uppskattade
aldern w;, dr det sambandet mellan log(y;) och w; som kan analyseras direkt i data. De
observerade aldrarna i hgdata varierade mellan 2 och 9 ar och har medelviardet 5.08 samt
variansen 1.67.

2.3 Sambandet mellan dataseten

Bada dataseten innehdller fjallroding men inte exakt samma fiskar. Overforingen mellan
dataseten bygger darfor pa antagandet att det métfel som skattats fran agedata ar relevant
dven for de uppskattade aldrarna i hgdata. Dataseten skiljde sig nagot i aldersspridning,
men hade relativt lika aldersintervall. Detta antagande diskuteras vidare i kapitel 5.



3 Teori och metod

3.1 Regression med maitfel i alder
3.1.1 Enkel linjar regression
Som utgangspunkt betraktas den enkla linjira regressionsmodellen
Y = Bo + B Xi + &4, i=1,...,N, (3.1)

dar Y; ar responsvariabeln, X; en kovariat, §y interceptet, 3, regressionskoefficienten och
€; slumptermen med véntevirde noll. I detta arbete motsvarar Y; den logaritmerade kvick-
silverhalten och X; fiskens sanna alder, som inte observeras direkt. Modellen kan ocksa
uttryckas genom vantevardesfunktionen

w(Xi) = E(Y; | Xi) = Bo + B Xi.

I den klassiska linjira regressionsmodellen behandlas kovariaten som kidnd utan métfel,
vilket i matrisform motsvarar att designmatrisen betraktas som given [5]. Om kovariaten i
stallet observeras med fel paverkas skattningen av sambandet mellan respons och kovariat,
vilket motiverar métfelsmodellen som introduceras i nésta avsnitt.

3.1.2 Klassiskt additivt matfel

Klassiskt additivt mdtfel ar en typ av métfel inom errors-in-variables-modeller som beskrivs
naturligt i [7] genom att forst introducera en regressionsmodell, exempelvis en enkel linjér
regression med endast en kovariat som i ekvation (3.1). Antag nu att det inte ar mojligt
att direkt observera X;, utan att man i stéllet observerar

Wi = X+ U (32)

dér U; betecknar maétfelet (i fortsittningen av kapitlet utelamnas i-indexering for att for-
enkla notation). I den klassiska additiva métfelsmodellen antas vantevardet for métfelet
vara noll E(U) = 0 och konstant métfelsvarians Var(U) = o2 samt att U iir oberoende av
bade X och e. Problemet uppstar da man vill underséka sambandet mellan (Y, X)) men

naivt anpassar en regressionsmodell pa (Y, W), vilket motsvarar
Y = o+ W + (e = BU). (3.3)

Det foljer att denna modell inte ldngre har feltermen e, utan den nya feltermen (¢ —
B.U). Skillnaden mellan dessa tva regressionsmodeller dr central, eftersom W i den naiva
modellen dr en observerad stokastisk variabel som &r korrelerad med den sammansatta
feltermen (e — 5,U). Detta kan illustreras med réaknelagarna for kovarianser

Cov(W,e — B,U) = Cov(X + U, e — 5,U)
= Cov(X,e) — B.Cov(X,U) + Cov(U, &) — 5, Var(U)
= —f; Var(U) # 0.

P& grund av att den observerade kovariaten ar korrelerad med feltermen i den naiva mo-
dellen, leder det till att parameterskattningen blir snedvriden. I Sundbergs kompendium
[5, $.130] beskrivs problemet som att modellen inte lingre kan betraktas som en vanlig
regressionsmodell. Fér att kunna erhalla konsistenta parameterskattningar krévs darfor

ytterligare information om mitfelet, exempelvis dess varians o2.



3.1.3 Attenuering och reliability ratio

I enkel linjir regression med klassiskt additivt métfel kan biasen beskrivas explicit. Be-
trakta aterigen modell (3.1) tillsammans med observationsmodellen (3.2), dar W ar den
observerade felmétta kovariaten. Om man utfér en naiv regression av Y pa W, ar den
naiva regressionskoefficienten given av

. _ Cov(W.Y)

b = Var(W) (3-4)

Eftersom U enligt antagandena &r oberoende av bade X och e, kan téljaren respektive
ndmnaren skrivas som

Cov(W,Y) = Cov(X + U, Bo + B X +¢) = By Var(X),
Var(W) = Var(X) + Var(U).

Inséttning i (3.4) ger

. Bz Var(X) B
Ch Var(X) + Var(U) ABa, (3.5)
dar
Var(X) o2

— = z . 36

Var(X) + Var(U) o2+ 02 (36)
Storheten A kallas i [6] f6r reliability ratio och uppfyller 0 < A < 1 i errors-in-variables-
modeller. Den utgér diarmed ett matt pa hur starkt den naiva lutningen attenueras mot
noll.

3.1.4 Method of moments

I enkel linjar regression, och om reliability ratio vore kénd, sa skulle en konsistent skatt-
ning av 8, kunna erhallas genom att dividera den naiva lutningsskattningen B; med A.
Detta foljer av sambandet (3.5) och i [7] kallas denna estimator for method of moments-
estimatorn (MoM). Men eftersom A i praktiken oftast inte adr kénd sa far man skatta den.
Skattningen erhills genom att substituera o2 med o2 — o2 i ekvation (3.6), vilket ger den
konsistenta skattningen av reliability ratio

22 A2
h=Tu_%u (3.7)
O’UJ
Den praktiska MoM-estimatorn ges da av
Bamm = ch (3.8)



3.1.5 SIMEX

SIMEX (Simulation Ezxtrapolation [8]) ar en metod for att korrigera bias orsakad av métfel
genom att forst simulera ytterligare métfel och déarefter extrapolera tillbaka till situationen
utan métfel (se narmare [7]). Idén ar att underséka hur lutningsskattningen féréndras nér
den observerade kovariaten férorenas med successivt storre méngder métfel. I enkel linjar
regression kan metoden motiveras heuristiskt genom att den naiva lutningsskattningen
under ytterligare métfel med niva ¢ har vanteviardesfunktionen

: N

B(3(0) = 6(0) = it g

Hér beskriver ¢ nivan av ytterligare simulerat métfel, och G({) anger hur den férvintade
lutningsskattningen férdndras med denna métfelsniva. For varje ¢ > 0 kan pseudo-data
genereras genom att addera extra métfel till den observerade kovariaten. I praktiken uppre-
pas simuleringen flera ganger for varje virde pa (, dar lutningsskattningarna sammanfattas
genom medelvirdesbildning innan extrapoleringen utfors. Vid { = 0 erhalls den vanliga
attenuerade lutningen, eftersom G(¢) da sammanfaller med uttrycket i (3.5). Punkten
¢ = —1 motsvarar franvaro av mitfel, eftersom (1 + ¢)o2 = 0 i (3.9). Extrapoleringen i
SIMEX gors darfor till denna punkt. Figur 1 illustrerar principen bakom SIMEX, dar den
skattade lutningen berdknas for fyra virden pa ¢ och déarefter extrapoleras till { = —1.

¢>0. (3.9)

SIMEX-plot (linjar modell)

<
o
A
BX,SIMEX
] %
o
o o A
=) = Bx,naiv
< o
0
o
o
(o]
o
o
I I I I [ [ [
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figur 1: Illustration av SIMEX. P& x-axeln anges nivan av ytterligare simulerat matfel ¢
och pa y-axeln den skattade lutningen. Punkterna motsvarar de genomsnittliga skattning-
arna for olika viarden pa ¢, medan den streckade kurvan visar extrapolationsfunktionen.
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3.2 Skattning av mitfelets komponenter
3.2.1 Linjir blandad modell och varianskomponenter

En linjar blandad modell anvéinds néar observationer paverkas av flera olika variationskéllor,
dér vissa effekter kan behandlas som slumpmaéssiga [5, s. 167-172]. For ldsare j:s métning
av aldern hos fisk ¢ kan en additiv modell med tva slumpmaéssiga effekter skrivas som

Aij :,u+bi+rj+eij. (310)

I detta arbete betecknar A;; den observerade aldersbestdmningen, . ett gemensamt inter-
cept, b; den slumpméssiga effekten for fisk ¢ och r; den slumpmassiga effekten for lisare j.
Residualtermen e;; beskriver den aterstaende oférklarade variationen pa observationsniva.
Om dessa effekter behandlas som slumpmaéssiga antas de vanligen ha vintevirde noll och

varianser
b,‘NN(O,Jg), Tj NN(O,U?), €ij NN(O,US).

Varianskomponenterna o7, 02 och o2 beskriver d4 variation mellan fiskar, variation mellan
ldsare samt aterstaende variation pa observationsniva.

3.2.2 Relevanta varianskomponenter

Vilka av varianskomponenterna som &r relevanta for métfel i en senare regressionsmo-
dell beror pa hur observationerna uppkommit. Om samma lésare anvinds for samtliga
observationer kan ldsareffekten betraktas som en gemensam systematisk forskjutning. En
sddan forskjutning paverkar framst regressionens intercept och inte lutningskoefficienten
under antagandet att ldsarbiasen &r densamma for alla fiskar. Daremot finns fortfaran-
de den aterstaende variationen pa observationsniva kvar som métfel. I detta fall 4r det
darfor residualvariationen som é&r relevant for métfelsvariansen i regressionsmodellen. Om
flera ldsare anvinds och ldsareffekten ddrmed varierar mellan observationer, bidrar dven
denna variation till métfelet och bor inkluderas i métfelsvariansen o2. For att underlitta
lasningen sammanfattas de viktigaste variansbeteckningarna i tabell 2.

Tabell 2: Sammanfattning av variansnotation som anvénds i arbetet.

Notation Tolkning

o2 Varians for den sanna, ej observerade aldern

o2 Varians for den observerade uppskattade aldern i hgdata

o2 Mitfelsvarians i regressionsmodellen

ag Variation mellan fiskar i den blandade modellen

o? Variation mellan lasare i den blandade modellen

o? Residualvariation pa observationsniva i den blandade modellen
o? Residualvarians i regressionsmodellen for log-kvicksilverhalt

11



3.3 Bootstrap for utviardering av metoder

For de korrigerade estimatorerna ar strukturen av osdkerhet mer komplicerad &n i vanlig
linjar regression, eftersom skattningarna beror bade pa den naiva modellen och métfelsva-
riansen. Eftersom SIMEX bygger pa simulering och extrapolering &r det svart att ta fram
explicita uttryck for bias och varians. I detta arbete anvinds darfér bootstrap for att ap-
proximera estimatorernas férdelning och skapa jamférbara osdkerhetsmatt for bade MoM
och SIMEX.

3.3.1 Bootstrap

Bootstrap introducerades av [9] som en metod for att approximera fordelningen av en
estimator genom simulering. Det fundamentala &r att den okédnda dataférdelningen F'
ersatts med en skattad fordelning F'. Dérefter genereras bootstrapstickprov fran F dar
estimatorn berdknas pa nytt for varje iteration.

Lat 0 = T'(z) beteckna punktestimatet beriiknat fran originaldatan z. For r = 1,..., R
genereras bootstrapstickprov z fran F' med motsvarande bootstrapreplikat som

0r =T(x)), r=1,...,R.

Bootstrap-bias ger ett matt pa eventuell systematisk forskjutning hos estimatorn under
den skattade modellen och berdknas som b = 8* — 6, dar

R
A "*__*2
,U_R—lé(eyl 0)7

dar bootstrap-standardfelet definieras som @boot = /0. Med tillgang till skattade bootstrap-
bias b och varians ¢ kan det sammanvigda mattet pa systematisk forskjutning och variation
bootstrap-medelkvadratfelet berdknas enligt

MSEp = 0* + 0. (3.11)

Ett percentilbaserat konfidensintervall for 6 ges av de empiriska a;/2 och 1—a/2-kvantilerna
av bootstrapreplikaten

<9fa/z>’ ‘)Ea/z)) :

3.3.2 Parametrisk bootstrap i matfelsmodeller

I detta arbete anvinds parametrisk bootstrap [10], vilket innebér att bootstrapstickproven
inte erhalls genom atersampling av den empiriska datan, utan genereras genom simule-
ring fran en skattad parametrisk modell. I métfelsmodeller dér den sanna kovariaten inte
observeras direkt kan bootstrapstickprov genereras genom att forst simulera den latenta

12



kovariaten, dir variansen skattas utifran sambandet i ekvation (3.2), och dérefter simulera
maétfel och residualer. Ett bootstrapstickprov kan da genereras enligt

X* ~ N(fu, 62 — 62), U* ~ N(0,6%), & ~N(0,6%).
Den observerade kovariaten och responsen ges da av
W*=X*+U*  Y* =P+ B X" +e" (3.12)

Samma metod skattas darefter pa nytt i varje bootstrapstickprov, och bootstrapreplikaten
anvands for att berdkna bias, standardfel, MSE och konfidensintervall enligt avsnitt 3.3.1.
Bootstraposidkerheten ska ddarmed tolkas som osédkerhet under den antagna parametriska
métfelsmodellen, snarare &n som en helt modellfri osdkerhetsuppskattning.

13



4 Tillampning och resultat

4.1 Naiv regressionsmodell for hgdata

For att undersoka sambandet mellan kvicksilverhalten och uppskattade aldrar anpassades
en naiv regressionsmodell for datasetet hgdata enligt ekvation (3.3). Detta genomfordes i
R med funktionen 1m och resultatet visas i figur 2.

Log-kvicksilverhalt mot uppskattad alder

3.8

o®
L X

Log-kvicksilverhalt

2 4 6 8
Uppskattad alder

Figur 2: Figuren visar log-kvicksilverhalten modellerad som en funktion av uppskattade
aldrar pa fjallroding.

Modellen gav skattningarna 5y = 2.819, B; = 0.0881 och Vm) = 1.67 (se appendix for
detaljer).
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4.2 Matfelsvarians och reliability ratio

For att skatta métfelet i aldersbestamning av fjallroding anpassades den linjara blandade
modellen i ekvation (3.10) pa datasetet agedata, som innehaller upprepade aldersbestam-
ningar. Modellen gjorde det ddarmed mojligt att sirskilja variation mellan fiskar, ldsare
och residualvariation. Analysen genomfordes med funktionen lmer fran paketet 1med [12]
och resultaten presenteras i tabell 3.

Tabell 3: Skattade varianskomponenter fran den linjéra blandade modellen for agedata.

Komponent Variansskattning Tolkning

Fisk (07) 0.6428 Variation mellan fiskar
Lisare (02) 0.1216 Variation mellan ldsare
Residual (02) 0.3330 Aterstaende variation

Den storsta variationen aterfanns mellan fiskar, men eftersom det inte dr sékert att den
variationen ar relevant for hgdata s& ar det ldsar- och residualvariation som &r av intresse
i den fortsatta analysen.

Dessa varianskomponenter anviindes darefter for att skatta reliability ratio genom ekvation
(3.7). Enligt resonemanget i avsnitt 3.2.2 beror valet av méatfelsvarians pa hur observatio-
nerna i hgdata har uppkommit. Déarfér redovisas de tva mdojliga fallen i tabell 4, dar det
visade sig att scenario 2 gav storre matfelsvarians och dérmed légre reliability ratio dn
scenario 1.

Tabell 4: Skattade mitfelsvarianser och reliability ratios, dir o2, skattats fran hgdata.

=

Scenario Matfelsvarians ou A
1 o2 =o? 0.577 0.801
2 02 =024+02 0.674 0.728
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4.3 Korrigeringsmetoder

For att korrigera den attenuerade lutningskoefficienten B; tillampades tva korrigeringsme-
toder. MoM tillimpades med de skattade reliability ratios i tabell 4 enligt ekvation (3.8).
SIMEX tillimpades pa den naiva modellen i R med funktionen simex fran paketet simex
[11], dér de skattade standardavvikelserna fran tabell 4 anvéndes som indata. For varje
métfelsniva genomférdes 100 simuleringar med standardinstéllningarna, vilket motsvarar
nivaerna ¢ € {0.5,1,1.5,2}. Resultaten redovisas i tabell 5 och figur 3.

Tabell 5: Skattade regressionskoefficienter for hgdata med naiva modellen, MoM och
SIMEX for de tva métfelsstandardavvikelserna.

Metod Oy Bo B:c

Naiv - 2.819 0.0881
SIMEX 0.577 2.720 0.1077
MoM 0.577 2.708 0.1100
SIMEX 0.674 2.690 0.1133
MoM 0.674 2.652 0.1210

Log-kvicksilverhalt mot alder

3.8

SIMEX1

/ SIMEX2

Log-kvicksilverhalt

2 4 6 8
Alder

Figur 3: Jamforelse mellan den naiva regressionslinjen och de maétfelskorrigerade regres-
sionslinjerna for MoM och SIMEX i scenario 1 och 2. Linjerna visas éver aldersintervallet
i hgdata.

Den naiva modellen gav den lagsta lutningskoefficienten. For ett givet métfelsscenario gav
MoM nagot hogre skattning av 5, &n SIMEX. Lutningsskattningarna i scenario 2 var hogre
an i scenario 1.
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4.4 Osiakerhetsanalys

Osédkerheten i de korrigerade estimatorerna skattades med parametrisk bootstrap enligt
avsnitt 3.3.2. Bootstrapproceduren genomférdes separat for bade MoM och SIMEX un-
der de tva skattade métfelsscenarierna. For varje metod och scenario genererades 1000
bootstrapdataset med samma stickprovsstorlek som hgdata. For respektive metod anvén-
des de tidigare metodspecifika skattningarna av intercept, lutningskoefficient och residu-
alspridning (se tabell 5 och appendix B). Resultaten redovisas i tabell 6 och figur 4.

Tabell 6: Parametrisk bootstrap for MoM och SIMEX vid bada matfelsscenarierna. Tabel-
len visar punktskattning ., bootstrap-bias, bootstrap-standardfel samt 95% bootstrap-
konfidensintervall.

Metod o B,  Bootstrap-bias Bootstrap-SE  Nedre 95% KI  Ovre 95% KI

MoM 0.577 0.110 -0.000896 0.0235 0.0635 0.157
SIMEX 0.577 0.108 -0.00322 0.0236 0.0602 0.151
MoM 0.674 0.121 0.000566 0.0272 0.0708 0.173
SIMEX 0.674 0.113 -0.00697 0.0250 0.0592 0.156

Punktskattningar och 95% konfidensintervall

6,=0577
SIMEX f o i
MOM
NAIV I ® !
6,=0674
SIMEX f ® i
MOM
NAIV I ® i
0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175
B

Figur 4: Figuren visar punktskattningarna Bw och 95% bootstrap-konfidensintervall for
korrigeringsestimatorerna. For jamforelse visas &ven punktskattning och konfidensintervall
fér den naiva modellen.
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Bootstrap-bias var liten for bade MoM och SIMEX, men i absolutbelopp nagot mindre
for MoM. For o, = 0.577 var bootstrap-standardfelen relativt lika mellan metoderna. For
oy = 0.674 6kade bootstrap-standardfelet for bada metoderna, men 6kningen var tydli-
gare for MoM an for SIMEX. De percentilbaserade 95%-konfidensintervallen éverlappade
tydligt, medan punktskattningarna ckade néir métfelsstandardavvikelsen ckade. Figur 4
illustrerar bootstrapresultaten grafiskt och bekraftar de tydligt 6verlappande intervallen
for de korrigerade estimatorerna.

Det bootstrapbaserade medelkvadratfelet berdknades enligt (3.11). Tabell 7 visar att vér-
det var lagst for MoM nér o, = 0.577, medan det var lagst for SIMEX néar o, = 0.674.

Tabell 7: Bootstrapbaserat medelkvadratfel for MoM- och SIMEX-estimatorerna.

Metod Ou ]\75’\E boot

MoM 0.577 0.000553
SIMEX 0.577 0.000567
SIMEX 0.674 0.000674
MoM 0.674 0.000740
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5 Diskussion

5.1 Tolkning

Sammantaget visade resultaten att bada korrigeringsmetoderna gav hogre skattningar av
lutningskoefficienten f3, in den naiva modellen. Detta talar for att métfel i den observerade
aldern ledde till attenuering i den naiva analysen. Skillnaden mellan MoM och SIMEX var
liten, medan antagandet om métfelets storlek hade tydligare betydelse for korrigeringarnas
storlek.

Osékerhetsanalysen visade samtidigt att skillnaden mellan metoderna var liten i férhallan-
de till osdkerheten i skattningarna, vilket framgick av de tydligt éverlappande bootstrap-
konfidensintervallen i figur 4. Trots detta visade de korrigerade estimatorerna ett stabilt
monster, dir punktskattningarna ékade vid storre antaget métfel. De bootstrapbaserade
medelkvadratfelen gav ingen entydig rangordning mellan metoderna. For o, = 0.577 gav
MoM det ldgsta virdet, medan SIMEX gav det lagsta vérdet for o, = 0.674. Nagon enskild
metod framstod darmed inte som bast i bada méatfelsscenarierna. Resultaten tyder pa att
metodskillnaden var tydligare vid storre antaget métfel, &ven om skillnaden mellan MoM
och SIMEX éverlag var liten.

5.2 Begransningar och antaganden

Reliability ratio har varit central genom arbetet, och darfér ar det viktigt att papeka
att det inte bara dr mitfelsvariansen som paverkar den, utan dven aldersvariationen o2 .
De uppskattade aldrarna i datasetet hgdata lag inom ett relativt begrinsat intervall (se
figur 9 i appendix), sdrskilt i relation till att fjallréding kan leva upp till 20-40 ar [4]. Hade
aldrarna i stéllet uppvisat storre variation hade reliability ratio skattats hogre, och ddrmed
gett lagre korrigeringar. Detta resonemang bygger dock pa antagandet att métfelsvariansen

ar konstant over olika aldrar, vilket sannolikt ar en férenkling av verkligheten.

Ett annat antagande i arbetet dr att métfelet foljer en klassisk additiv matfelsmodell. 1
[7] beskrivs denna struktur som att den observerade kovariaten avviker fran den sanna
genom en additiv métfelskomponent. Eftersom observerade aldrar i hgdata anges i heltal
kan denna modell dock vara en férenkling. Om en ldsares bedémning exempelvis ligger
mellan tva heltal kan den observerade aldern behdva avrundas, vilket innebér att en del
av avvikelsen mellan sann och observerad alder kan bero pa avrundning och inte enbart
pa matfel. Om sadana effekter forekommer kan den verkliga métfelsstrukturen darfor vara
mer komplex &n vad den klassiska additiva modell som antas i arbetet forutséatter.

Aven osikerhetsanalysen bygger p4 modellantaganden. Den parametriska bootstrapen ge-
nererade nya observationer fran den skattade latenta métfelsmodellen och skattar ddrmed
variationen hos estimatorerna under denna modell. Bootstrapintervallen bor darfor tolkas
som villkorade pa den antagna métfelsstrukturen och de valda métfelsscenarierna.

Valet mellan de tva métfelsscenarierna &r ocksé en viktig osékerhetskélla i analysen. Enligt
tillgdnglig information framstod det som troligt att aldersbestdmningarna i hgdata hade
utforts av en och samma ldsare. I sa fall 4r scenario 1, dar endast residualvariationen
bidrar till métfelet, mer rimligt &n scenario 2 for detta dataset. Scenario 2 kan darfor ses
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som en illustration av hur resultaten paverkas om &dven variation mellan lasare tillats bidra
till métfelet, alltsa som en slags kénslighetsanalys. Detta skulle i sin tur innebéra att den
relevanta métfelskorrigeringen sannolikt var den lédgre av de tva redovisade.

5.3 Overforbarhet mellan agedata och hgdata

En central forutsiattning i arbetet dr att den métfelsvarians som skattats fran agedata
ar relevant dven for de uppskattade aldrarna i hgdata. Detta motsvarar ett antagande
om att den del av métfelsmodellen som anvénds i analysen ar transportabel mellan de
tva dataseten. Som Carroll papekar i [7, s. 29-30] ar sddana antaganden inte nagot som
verifieras direkt, utan maste genomga en rimlighetsbedémning. Detta antagande far ett
visst stod av att de tva dataseten lag inom relativt liknande aldersintervall, &ven om deras
aldersspridning inte var identisk. Om ldsarens eller ldsarnas skicklighet i aldersbestdmning
skiljer sig mellan hgdata och agedata blir forstas overforbarhetsantagandet svagare. Detta
skulle i sin tur kunna leda till felaktiga skattningar av reliability ratio och dérmed de
korrigerade lutningsskattningarna. En tdnkbar forbéattring av analysen hade varit att ha
tillgang till upprepade aldersbestdmningar for samma fiskar som ocksa ingick i hgdata. Det
hade minskat behovet av att 6verféra métfelsvariansen mellan de tva dataseten.

6 Slutsats

Syftet med arbetet var att understka hur métfel i aldersbestdmning av fjallroding paverkar
skattningen av sambandet mellan fiskens alder och kvicksilverhalt, dér kvicksilverhalten
analyserades pa en logaritmerad skala. For detta skattades métfelets storlek med hjéilp
av ett dataset med upprepade aldersbestdmningar, varefter denna skattning anviandes i
regressionsanalysen av ett separat dataset med kvicksilverhalt och uppskattad alder.

Resultaten visade att den naiva regressionsmodellen gav en ligre lutningsskattning &n
MoM och SIMEX. Storre antagen métfelsvarians gav lagre reliability ratio och dérmed
starkare matfelskorrigering. MoM gav genomgaende nagot hogre skattningar &n SIMEX,
men skillnaderna mellan metoderna var sma i forhallande till osakerheten i skattningarna.

Bootstrapanalysen visade att ingen av metoderna framstod som entydigt bést i bada
métfelsscenarierna. Resultaten tyder darfor pa att antagandet om métfelets storlek och

struktur hade storre betydelse for de korrigerade skattningarna dn valet mellan MoM och
SIMEX.

Sammantaget visar arbetet att métfel i lder kan paverka skattningen av sambandet i den-
na typ av regressionsanalys och darfér bor beaktas, sarskilt ndr hog precision efterstravas.
Samtidigt bygger resultaten pa flera antaganden om métfelsscenarier och Gverforbarhet
mellan dataset, vilket bor beaktas vid tolkningen.
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Appendix

A

## Linear mixed model fit by REML [ 'lmertod’]
## Formula: age_estimate ~ 1 + (1 | id) + (1 | reader)
&8 Data: agedata

##
## REML criterion at convergence: 1519.3
##
## Scaled residuals:
it Min 10 Median 3Q Max
## -2.8607 -8.5613 -0.0238 0.5369 3.2865
##
## Random effects:
## Groups  Mame Variance Std.Dev.
##  id {Intercept) 9.6428 ©.8018
## reader (Intercept) ©.1216  @.3487
## Residual @.3338 8.5771
## MNumber of obs: 651, groups: 1id, 178; reader, 5
##
## Fiwed effects:
E2 Estimate Std. Error t walue
## (Intercept) 4.412 8.169 26.1
Figur 5: Utskrift av linjar blandad modell pd agedata.
##
## Call:
## Im(formula = log value ~ age, data = data, x = TRUE)
##
## Residuals:
## Min 10 Median E{o] Max
## -0.74506 -8.26063 -0.83802 @.21481 1.12114
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr{:|t]|)
## (Intercept) 2.81936 0.10@24 25.126 < 2e-1g ***
## age a.a8887 8.81911 4.609 7.83e-05 **F
#2 ---
## Signif. codes: @ '"*¥F' @.081 '**" 9.81 '*' @.85 '.' @.1 " '
##
## Residual standard error: @.3587 on 21@ degrees of freedom
## Multiple R-squared: ©.89185, Adjusted R-squared: ©.88753

## F-statistic: 21.24 on 1 and 218 DF, p-value: 7.828e-06

Figur 6: Utskrift av naiv modell pa hgdata.
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Call:

simex (model = naive model, SIMEXvariable = "age", measursement.srror = =grt(sigmaons),

B = 100)
Im{formula = log_vwalue ~ age, data = data, x = TRUE)

¥

#

#

#

## Naive modsl:
%

¥

# Simex variable
Ed
Ed

# ags

## Measurement error : 0.5770884

#4

#4

## Number of iterations: 100

#4

#% Residuals:

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
##% -0.7634200 -0.2437167 -0.0382952 -0.0003533 0.20673€7 1.1618208

Ed
## Cosfficients:
Ed

T

#% Asymptotic variance:

4 Estimate Std. Errocr t wvalue Frix»|t])

## (Intercept) 2.713%63 0.11622 23.401 < 2e-1§ *x**

## age 0.10775 0.02082 5.175 5.31e-07 ***

## ---

#% Signif. codes: 0 'x¥¥' 0,001 '"*%' Q.01 '*' r.vo.1r v 1
4

#% Jackknifs variancs:

## Estimate Std. Error t wvalus Pr(>|t])

#% (Intercept) 2.71%96 0.1208 22.510 < 2e-1§ *»*

## age 0.1077 0.0232 4.644 ©.03e-086 *¥*

ig ___

## Signif. codes: 0 '*%¥' 0,001 '*%' Q.01 '¥' 0.05 '.' 0.1 " " 1

Figur 7: Utskrift av SIMEX pd hgdata med & ).

## Call:

## simex (model = naive _model, SIMEXvariabls = "age", measursment.error = sgri(sigmamultipls),
i B = 100)

£

## Naive mods

#%# Im(formula = log_valus ~ ags, data = data, x = TRUE)

i

## Simex variable

3 age

## Measursment srror : 0.6742863

i

£

## Number of iterations: 100

i

#%# Residuals:

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
## -0.7676807 -0.2367878 -0.0341637 0.0005058 0.2081208 1.1743446
i

## Cosfficiencs:

#

## Zsymptotic variance:

# Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) 2.6%033 0.12492 21.537 < Z2e-16 ***

## age 0.11334 0.02248  5.041 9.972-07 **=*

# -

## Signif. codes: 0 '***' 0,001 "**' 0,01 '%' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
#

## Jackknife varianc

.23 Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) 2.69033 0.12038 22.348 < 2e-16 **x

## age 0.11334 0.02312 4.903 1.89%e-06 ***

T

## Signif. codes: 0 '"***' 0.001 "**' 0.01 '%' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Figur 8: Utskrift av SIMEX pd hgdata med & ).
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Jamforelse av aldersférdelning i agedata och hgdata

agedata

hgdata

25 5.0 75
Alder

Figur 9: Férdelningen av aldrar i agedata vs hgdata.
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B

Residualspridningen som anviandes i den parametriska bootstrapen skattades utifran sam-
bandet mellan residualen mot den observerade kovariaten och residualvariationen i den
latenta modellen. Utgangspunkten var den naiva modellen, tidigare definierad som

Y = fo+ BW + (e — B.0).
Om vi definierar residualen mot den observerade kovariaten W som
R=Y —fo— B.W,
foljer att
R=¢-p,U.

Under antagandet att U och ¢ &r oberoende och har bada vintevéirde noll fas

Var(R) = Var(e — B,U) = o2 + B202

T ur

vilket efter omarrangering ger

02 = Var(R) — 202,
Denna berdkning anvéndes for bade MoM och SIMEX. For respektive metod berdknades
residualerna som

R =Y; — fo — BuWi,

dér BO och Bl« ar metodens korrigerade intercept och lutningsskattning. Déarefter skattades
residualvariansen i den latenta modellen enligt

— A N 2

62 = Var(R) — p26

w*
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