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Sammanfattning

En forsékringstagare tecknar ett forsdkringsavtal hos ett forsak-
ringbolag for att fa forsdkringsskydd. Fran forsta dag hen tecknar sin
forsdkring, sa har forsékringsbolaget ett atagande till férsdkringsta-
garen. Detta atagandet kan gilla dven lang tid efter det att avtalet
slutat gélla. Tiden fran premieinbetalning tills en skada intraffar och
ar helt slutreglerad kan ta flera ar. Darfor behover forsdkringsbolaget
en reservsittningsmetod som &r sa korrekt som mojligt for att garante-
ra forsdkringstagarens framtida erséttning. Den hér uppsatsen har till
syfte att avgdra lampligheten hos en ny reservsittningsmetod baserat
pa simulerade data. Den nya metoden kallas for den kollektiva reserv-
sittningsmodellen (CRM, eng. the collective reserving model). Utfallet
utvarderas mot den kanske mest kiinda reservsattningsmetoden i den
férdelningsfria Chain Ladder- modellen. CRM kan uttryckas som en
generaliserad linjir modell (GLM), vilket innebér att modellparamet-
rarna kan skattas genom att anvéinda standardteori for GLM. Analysen
visar att om vi har en férsdkring dér utbetalningstiden &r kort, sa far
vi problem att skatta s& manga parametrar vi onskar med kvasimax-
imumlikelihoodanpassning (QML, eng. quasi maximum likelihood) d&
vi simulerar data 10 000 ganger pa grund av att somliga utbetalnings-
perioder innehaller nollor. Detta &r ett numeriskt problem och gar i
praktiken att undvika,sd metoden gar att automatisera. Pa grund av
tidsbrist véljer vi dock i denna uppsats att medvetet skatta farre pa-
rametrar, vilket leder till en viss underskattning av reserven jaAmfort
med de sanna simulerade utbetalningar och Chain Ladder-modellen
men bada metoderna ger bra prediktioner. Nar vi har en lang utbetal-
ningstid, visar det sig att reservskattningen med CRM &r ndrmare de
sanna simulerade utbetalningar &n Chain Ladder-modellen.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: perspei@hotmail.com. Handledare: Mathias Lindholm.



1 Abstract

A policyholder signs an insurance contract with an insurance company to obtain
insurance cover. From the first day they sign their insurance, the insurance
company has a commitment to the policyholder. This commitment may also be
valid for a long time after the last premium payment. The time from premium
payment until an injury occurs and is completely finalized can take several years.
Therefore, the insurance company needs a reserve method that is as accurate
as possible to guarantee the policyholder’s future compensation. The purpose
of this thesis is to determine the suitability of a new reserve method based on a
simulated data. It is called the collective reserving model (CRM). The outcome is
evaluated against the perhaps most well-known distribution-free Chain Ladder
model. CRM can be expressed as a generalized linear model (GLM), which
means that the model parameters can be estimated using standard theory for
GLM. The analysis shows that if we have an insurance where the payout time
is short, then we have problems estimating as many parameters as we want
using quasi-maximum likelihood. Since simulated payment data may contain
zeros. This is a numerical problem and in practice it can be avoided, so this
method can be automated. However due to lack of time, we choose thesis to
deliberately estimate fewer parameters, which leads to a slight underestimation
of the reserve compared to the true simulated payments and the Chain Ladder
model, but both methods give good predictions. When we have a long payout
time, it turns out that the reserve estimate with CRM is closer to the true
simulated payouts than the Chain Ladder model.
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2 Forord

Denna uppsatsen utgdr mitt masterarbete i forsdkringsmatematik vid Stock-

hilms Universitet och omfattar 30 hp.

Ett stort tack riktas till min handledare Mathias Lindholm. Tack for hans véar-

defulla synpunkter och uppmuntran under arbetetsgang.
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3 Introduktion

3.1 Syfte och metod

Ett sakforsdkringsbolag har ataganden mot sina forsikringatagare langt efter
det att ett forsikringsavtal slutat gélla. Tiden fran en premieinbetalning tills
det att en skada intréaffar och dr helt slutreglerad kan ta flera ar. Darfor behover
forsiikringsbolag sidtta av kapital for att tdcka framtida kostnader for intriffa-
de men dnnu ej slutreglerade skador. Detta kapital kallas for en reserv och det
kréivs en sa korrekt reservsidttningsmetod som majligt for att garantera forsik-

ringstagarnas framtida erséttning.

Detta arbete gar ut pa att forstka hitta en reservséttningsmetod som passar vara
simulerade data. Vi testar tva reservsittningsmodeller: Den kollektiva reserv-
sittningsmodellen (CRM, eng. the collective reserving model) och den kanske
mest kinda reservsittningsmodellen Macks Chain Ladder-modell. Vi anvénder
tva aggregerade trianglar for att skatta reserven med CRM: En triangel med
skadeutbetalningar och en triangel med antal rapporterade skador. Genom att
betinga pa de rapporterade skadorna kan vi berdkna reserven for kinda och
okénda skador separat. Fordelen med detta &r att vi lattare kan se och jamfora
om det dr de kénda skadorna eller de okénda skadorna som predikteras béttre.
CRM kan uttryckas som en generaliserad linjar modell (GLM) och standardte-
orier for GLM anvéands for att skatta parametrar.

Vi simulerar data 10000 ganger, sedan berdknar vi reserverna 10000 ganger
med bada metoderna. Vi jamfor sedan de skattade reserverna med de simulera-
de utbetalningarna. I CRM jamfor vi dven den skattade kdnda reserven med de
simulerade betalningar som kommer fran kéinda skador, och den skattade okén-
da reserven med den simulerad betalningar som kommer fran okéinda skador.
Analysen visar att om vi har en forsikring dér utbetalningstiden &r kort kan
vi med CRM fa problem att skatta sa manga parametrar vi vill pa grund av
att det kan finnas nollor i somliga betalningsperioder. Detta &r ett numeriskt
problem och gar i praktiken att undvika men pa grund av tidsbrist viljer vi
dock i denna uppsats att medvetet skatta firre parametrar, viket leder till en
viss underskattning av reserven jamfort med de sanna simulerade utbetalningar-
na och Chain Ladder-modellen men bada metoderna ger bra prediktioner. Nér
vi har en lang utbetalningstid, visar det sig att reservskattingen med CRM &r

nirmare de sanna simulerade utbetalningar &n Chain Ladder-modellen.



4 Teori

4.1 Reservsittning

Ett foretag erbjuder som bekant individer eller féretag att mot en avgift (pre-
mien) técka kostnaderna for eventuella skador av nagot slag som hiinder slump-
méssigt. Det hela bygger pa att kostnaderna kan fordelas dver en grupp av
forsdkringstagare. Principen dr att premieintékterna ska técka kostnaderna for
intraffade skador, men eftersom premierna betalas i férskott kan man inte vara
helt siiker pa detta. Figur 1 visar ett exempel pa hur ett skadeforsikringskon-
trakt kan se ut 6ver tiden (Figur 1 &r hdmtad fran Skadeférsékringsredovisning

foreldsning 1).
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Figur 1: Skadeforséikring 6ver tiden

Vi ser fran Figur 1 att man betalar premie, sedan hinder en skada under forsta
aret. Den hir skadan har fyra utbetalningar och sista utbetalnigen sker ar fem.
Vi vet att i verkligheten finns det vissa skador som inte leder till nagon erséttning
men det finns ocksa vissa skador som har mycket lingre utbetalningstid med
flera utbetalningar. Darfor behdver bolaget uppskatta den totala skadekostnaden
ifall portfoljen skulle drabbas av ovanligt htga kostnader. Vart problem &ar att
uppskatta den totala reserven.

Reserven kan delas upp i tva huvudsakliga poster, nimligen IBNR och RBNS.
IBNR := [Incurred but not reported]

RBNS := [Reported but not settled]



IBNR betyder en reserv fér de skador som har intréffat men som vid berédknings-
tidpunkten &nnu inte #r rapporterade. RBNS innebér en reserv for de skador

som har rapporterats men dér alla betalningar &nnu inte dr gjorda.

Det finns en méngd olika reservsiattningsmetoder, men den kanske mest anvin-
da modellen d&r Macks Chain Ladder-modell. Denna modell delar dock inte upp
reserverna i IBNR och RBNS. Den bryr sig heller inte om antalet rapporte-
rade skador. Mer om Chain Ladder-modellen kan man ldsa i (Mack, 1993). I
denna rapport kommer vi dven att titta pa en ny reservsittningsmodell kallad
CRM. Denna modell tillater flera utbetalningar per skada. Den skattar IBNR
och RBNS var for sig. Teori for denna modellen hdamtas fran (Wahl, 2018).

4.2 Chain Ladder-modellen

I detta avsnitt ska vi kortfattat introducera Macks Chain Ladder-modell. Vi
later C;; beteckna de ackumulerade utbetalda beloppen under utvecklingsar j
for skador som intriffade under ar i, déri =1,2,3,...,m,och j =0,1,2, ..., J—1,
och dar J ar det ar da samtliga utbetalningar ér slutreglerade. De kumulativa
utbetalningarna for kénd och framtida skadekostnader kan skrivas enligt Tabell
1.

Utvecklingsér
Skadear 0 1 2 .. m—1 m J—=2 J—-1
1 Cio Cn Cia ... Cim—1 Cim Ch,-2 Ch,5-1
2 Co Co1 Coy ... Com—1 Com Co,y-2 Coy-1
3 Co C31 C3 ... C3.m—1 C3m Cs,5-2 Cs,5-1
m—11]Cpn-10 Cn-11 Cmn-12 o Cpiime1 Chcim Cm-1,7-2 Cm-1,7-1
m Cm.0 Cm1 Cm2 . Crm—1 Crm Cm,g—2 Cm,g-1

Tabell 1: Kénd och framtida utveckling av skadekostnaderna, kumulativt ska-

deutbetalningar

For enkelhetens skull brukar vi titta pa fallet da m = J. Den kumulativa tri-

angeln 6ver den kénda skadekostnaden skrivs da enligt tabell 2.



Utvecklingsar

Skadear 0 1 2 .. m— 2 m—1
1 Cho Cii Ci2 . Cim—2 Cim-1
2 Ca Cor Co oo Copmz

)

3 030 C3 1 CBQ

m—1 Onl—l,O Om—l,l

m Cm,O

Tabell 2: Kumulativ triangel 6ver kidnd skadeutbetalningar, kumulativa triangel

Pa diagonalen ligger kalenderaren. Idén med den Chain Ladder-modellen, se
t.ex (Wiitrich, 2015), dr att alla olycksar uppfor sig pa samma sétt, vilket ger

approximationen

Cij = Cij-1fj.

Denna mycket gamla idé omvandlades till den berémda fordelningsfria Chain

Ladder-modellen av (Mack, 1993), som i var notation kan skrivas som:

Antagande 1:

For nagon parameter f; > 0, och alla¢=1,2,...,moch j =1,2,...,m — 1, har

vi

E[Cy|Cios ..., Cij—1] = Ci j—1 f;-

(Mack, 1993) har ocksa f6ljande antagande:

Antagande 2:

De slumpmissiga variablerna for olycksaren dr oberoende, det vill siga slump-
miéssiga vektorer {Cio, ..., Cim—1} och {Cjo, ..., Cjm—1}, dir i # j &r oberoende

av varandra.



Utvecklingsfaktorerna, fi, ..., fy—1 > 0 skattas enligt

R SO
=1 >
[ ===

= 7=12,...m—1. (1)
Zi:lj wal

(Mack, 1993) visar att, under Antagande 1 och Antagande 2 #r estimatorn fj
vantevirdsriktig dér fj och fi #r okorrelerade for olika j # k.

Virdet i rad i pa den senast observerade diagonalen, det vill siga j = m — i,
ar Cj m—;. Genom att multiplicera den med de successiva utvecklingsfaktorerna

far vi den totala reservskattningen for skadear i, C; ,—1

Ci,mfl - Ci,mfifmfzﬁkl T fmfl 1=2,...,m—1

Som det har noterats av (Mack, 1993) foljer att CA’i,m_l ar en vantevarderiktig
estimator (prediktor) av den ultimokostnaden C; ,,_1, det vill séga den totala

skadeutbetalningar for skadear .

Den totala reserven for skadear i skattas genom att dra av det kidnda skadebe-
loppen C; ,,—; fran det skattade ultimokostnaden C’i’m,l. Den totala reserven

dr summan av reserverna fran samtliga skadear, vilket beskrivs enligt nedan:

R?L = éi,mfl - Ciym—i, 1=2,3,....m (2)
RCL — Z}}ZCL 3)
i=2

Notera att berdkningen av reserven enligt ekvationer (2) och (3) giller for alla
modeller.

4.3 CRM: Den kollektiva reservsiattningsmodellen

I CRM behéver vi tva inkrementella trianglar: en inkrementell triangel med

antal rapporterade skador och en inkrementell triangel med skadeutbetalningar.



Lat N;; beteckna det inkrementella antalet rapporterade skador vid skadear
i=1,2,...,m, under utvecklingsar j = 0,1,...,m+d— 1, dir d &r den maximala
fordrojningen med betalningen efter att skadan &r raporterad. Da kan vi beskriva

kénd och framtida utveckling av antalet rapporterade skadorna enligt Tabell 3.

Utvecklingsar
Skadear 0 1 2 .. m—2 m—1
1 Nio N1y Niz ... Nim—2 Nim—1
2 Nag Ny Nay Nom—2 Nom—1
3 N3p N3y N3 N3.m—2 N3 m—1
m-1| Ny—10 Nm—11 Nm—12 -+ Np—im—2 Np—im-1
m Npmo Ny Npo o e Npm—2 Npm—1

Tabell 3: Kénd och framtida utveckling av antalet rapporterade skador, inkre-

mentellt rapporterade skador

Lat vidare X;; beteckna de inkrementella aggregerade utbetalningarna under
skadear ¢ och utvecklingsar j, Det inkrementella aggregerade utbetalningarna

over kidnd och framtida utbetalningarna kan skrivas enligt Tabell 4.

Utvecklingsér
Skadear 0 1 2 m—1 m .. m+d—1
1 X10 X1 X12 X1,m—1 Xim X1,mtd—1
2 Xoao Xo1 Xa2 Xom—1 Xom . X2 mad—1
3 X30 Xa1 X32 X3.m—1 Xsm X3 mtd-1
m—1| Xpm_10 Xm—1n1 X1 Xo—1m=1 Xm—1m - Xp—1mtd—1
m Xm0 X1 X2 Xon,m—1 Xonm e Xon,m4d—1

Tabell 4: Kénd och framtida utveckling av utbetalningar, inkrementell utbetal-

ningar

Vi anvédnder datan som vi vet idag for att prediktera framtida utbetalningar.

Vi definierar delméngden av trianglarna Ag som

AOZ{(LJ)ENXN()Z—F]STTL}

Enligt denna definitionen kan den inkrementella aggregerade triangeln oéver de



kénda rapporterade skadorna beskrivas som Tabell 5.

Utvecklingsar

Skadear 0 1 2 .. m—2 m—1
1 Nig Nii Nig weo Nipm—2 Nim—1
2 Nag Na1 Nao .. Nopyoo

3 N3 N31 N3

m—1| Np—10 Nm-1,1

m Nm,O

Tabell 5: Kénd rapporterade skador, inkrementell triangel

Den inkrementella aggregerade triangeln 6ver de kénda utbetalningarna beskri-

vas som Tabell 6.

Utvecklingsér

Skadear 0 1 2 .. m— 2 m—1
1 Xio0 X1 X oo Xim—2 Xim—1
2 Xa0 Xor Xoo . Xomo2

3 X30 X311 X3z

m—1 Xm—l,O Xm—l,l
m Xm70

Tabell 6: Kénd utbetalningar, inkrementell triangel

Lat Ni’}md vara det totala antalet utbetalningar gjorda i (4, 7) € Ao

Vi definierar den nedre hogra trapetsoiden av X;; som ska predikteras enligt

Ar={(i,j) eNxNy:i<m,j<m—1+di+j>m+1}.

Sedan definerar vi triangeln f6r antalet observerade skador som vi hittills kdnner

enligt

R :=o{N;; : (i,)) € Ao}



Det finns en reservséttningsmodell som beskrivs i (Verrall, 2010) som benéms for
VNJ-modellen. I denna modell antas att alla skador har hogst en utbetalning.
Med detta antagande visar forfattarna hur modellen kan anpassas med Quasi-
Poisson GLM och hur man predikterar den totala utbetalningen, 14s mer om
detta i (Verrall, 2010). Man kan ana att detta antagande inte #r realistiskt,
dérfor introducerar vi en ny modell som vi kallar for CRM. Skillnaden mellan
CRM och VNJ-modellen ér att CRM tillater multipla utbetalningar per skada,
i 6vrigt fungerar den som VNJ-modellen.

Definition av CRM enligt foljande:

Lat det totala antalet skador som uppkommer i skadear i som raporterats i
period j, N;;, vara en 6verspridd Poissonfordelning enligt N;; ~ ODP(v, ¢),

E[Nij] = vij,

Var(N;;) = ¢E[Nyj],

dar alla N;; antas vara oberoende. Vidare, for varje skada kommer det bli en

serie av utbetalningar enligt en diskret-tids Poissonprocess, definerad enligt

Npaid|Nij ~ Po(A\eNij), M >0,k=0,1,2,...,d,

.3,k

dar Ni’ﬁjd betecknar antalet utbetalningar fran skador som har rapporterats i
(4,7), och som har betalning k perioder efter att de har rapporterats. Lat sedan
fﬁjkl beteckna den [:te utbetalningen fran skador som har rapporterats i (i, 7)
och som har betalningar k perioden efter att de rapporterats, dér alla ﬁ-jkl antas

vara oberoende av alla [ for fixt (7, j, k) med

E[Yijki] = tijks

VaI'(Y;'jkl) = Ji2jk'



Notera att definitionen for Ni"}aid Ar

paid __ arpaid paid paid
N’L] - szO + Ni,j—l,l +o+ Ni,jfmin{j,d},min{j,d}

min{j.d}

o paid
= > N

k=0

det vill sdiga antalet utbetalningar i (7, 7) &r

min{j,d}
NZW{| {Niut; ~ Po Z AeNij—k
k=0

Vidare kan den totala aggregerade inkrementella utbetalningen i (4,7) skrivs
enligt foljande

min{j,d}
Xiji= Y Xijork
k=0

. . paid
min{j,d} Ny p,x

E g Y ikl
k=0 1=0

viket implicerar foljande betalningsdynamik for CRM:

Sats 1. For CRM ar

min{j,d}
E[Xij[Ro] = > E[Xi; kN
k=0

min{j,d}

aid
> ik s EINPS L IR]
k=0

min{j,d}

E Aitbs j—k b Ni Gk,
k=0

och



min{j,d}
Var(Xl-j|N0) = Z Var(Xiyj,kﬁk\No)
k=0

min{j,d} o 2
B Okt Mi,jfk,kE X X
= [Xi,j—k.kNo],
=0 i, j—k,k

dar alla X;; och X;;; antas vara oberoende.

Det finns ett problem med den allménna formuleringen av Sats 1. Det &r att
parametrarna ; jr och UiQ, ;. inte kan beréknas for den framtida trapetsoiden

Aj baserat pa data i Ag. For att undvika detta kan man vélja till exempel sétta

— 2 _ 2
ik = p och o7 = o

4.3.1 Den homogena CRM

Vi forenklar antagande for férdelning av utbetalningar. Vi borjar med att for-

merera
Antagande 3.

Alla f’ijkl ar oberoende med

ED/zjkl] = K,

Var(Yijkl) = 0‘2.

Detta forenklade antagande innebédr mer eller mindre att utbetalningsbeloppen
ar oberoende och likaférdelade. Givet Antagande 3 erhaller vi:

Folid 1.

min{j.d}

E[Xi;Ro]=p > MlNiji
k=0

10



och

o + u?

Var(Xij|N0) = E[X”|N0] (4)

Xi; kan alltsa uttryckas som en 6verspridd Poissonférdelning med véntevirde

E[X;;|Ro] och &verspriddnings parameter

o+ /i2
P = )
I
dér alla X;; &r oberoende.
Vidare noterar vi att om
d
A= Z )\k
k=0

7k = A\ /A och i = pA, sa foljer det att

min{j,d} min{j,d}
E[XZJ|N0} = Z )\kNi,jfk = /jl, Z WkNi,jfk-
k=0 k=0

Har kan f tolkas som véntevirdet av det totala utbetalningsbeloppet for en
enda skada och 7 motsvarar férdelningen av utbetalningar 6ver tiden fran den
ar rapporterad, eftersom 7y + m + ... + 74 = 1. Vidare noterar vi att i CRM
kan vi utnyttja standard GLM teori som i (Verrall, 2010) genom att inféra

Yy = iy,
dar
d
S
k=0

11



I var situation har vi

min{j,d}

ij|N0 Z /ll}k?N,j k- (5)
Med formeln (5) ser vi att vi kan stélla upp den pa matrisform enligt nedan

E[X10[Ro] Nig 0 0
E[X20[Ro] Nao 0 0 . 0
E[X30|N0] N3p 0 0 oo 0 ~ _

. . Yo
E[Xmo[Ro] Nono 0 0 . 0 Zl
]E[X11|NO] - Ni1 Nig 0 0 2 ’ (6)

: : : : e 8 o

E[X—1,11R0] Nm-11 Nm-1,0 0 . 0 - L
LE[X 1, m—1|R0] ] | N1im—1 Nim—2 Nim-3 .. Nig]

och pa samma sétt for ekvation (4).

Nu har vi en 6verspridd Poisson GLM och parametrarna v, kan estimeras genom

att maximera kvasilikelihooden

min{j,d} min{j,d}
P(; Fo) = > [Xijlog ( Z e Ni 1) Z YeNij-r], (7)
i,j€Ao0
vilket maste goras numeriskt. Vi antar dven E[N;;] = v;; = «;0;, Enligt (Mi-

randa, 2012) kan «; och §; skattas som

m—t m—1
&; = Nij iz
7=0 j=m—i+1
- 1
50 = m—1 7



A f -1
Bi ==
=35 fl
dér fj ar utvecklingsfaktor enligt ekvation (1).

Genom att gora ovanstaende parametrisering har vi

d d
S bk =pY mp=j=pA
k=0

k=0

Nu har vi explicit kunskap om {Ni’}aid} men vi kan fortfarande inte identifiera
1 och A, eftersom vi har uttryckt alla prediktorer av utestaende betalningarna

i termer av ¢. Vi kan didremot estimera p genom

. 1 Xij
K= Z paid’
A 1,j€A0 Nij

dir |Ag| = m(";'H) ar storleken pa den observerade triangeln. Vi uttnyttjar

detta for att estimera parametrarna 7y, A, i och 62 enligt

ﬁ-k = dwkd;w
j=0 ¥i
N a5
A: j:owg
~ n ﬂ ’
k= %a
&2 = pp— (i)?,

diir 6verspridnings parametern ¢ ir skattad genom att anvéinda (11) i (Miranda,
2011)

min{j N 2
p=— L > (Xi = g™ N k)
Aol = (d+1) & sommUd )y N,y

¢ kan skattas enligt nedan

13



|./40| - m(m — 1) ijedo Vij

Eftersom vi ska dela upp framtida utbetalningar i RBNS och IBNR, lat

min{j,d}

id . N

NZ; = Z NS?Z—k,kv (4,7) € Ag,
k=j—(m—i)

motsvara det totala antalet av RBNS skadeanmélningar i (4, j), och lat vidare
j—(m—i)—1
id . .
Né = Z Nﬁl—k,w (i,7) € Ag,
k=0

vara det totala antalet av IBNR skadeanmiélningari (¢, j). D& dr de totala RBNS
skadebetalningarna i (i,5) € A

NR
XF=2 Y5 ) e,
1=0
dér Y/? , ar den I:te betalningen i (4, j) som tillhér RBNS-skador. Detta innebér

att for ett fixt (i,7) behover vi berikna alla Y; ; g, med k > j — (m — i).
Liknande princip giller fér IBNR, de totala IBNR skadebetalningarna i (i, j) €
Af ar

N
Xj=) Yihe  Gi)ed
1=0
dir Y7, ér den I:te betalningar i (4, j) fran IBNR skador. Sa for fixt (i, j) berik-

nar man alla }N/M_k’k,p med k < j — (m — 7). Fran detta kan vi slutligen fa den
totala framtida utbetalningen som tillhér RBNS-skador f6r skadear i

m—1+d

RF:= > XF, (8)

j=m—i+1
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och motsvarande utryck for IBNR-skador fér skadear ¢ blir

m—1+4+d

Rf:= Y X[ (9)

j=m—i+1

Baserat pa relationen (8) och (9) far vi véntevérdet av framtida skadeutbetal-
ningar f6r RBNS och IBNR enligt

h(9; No) == E[RFING]
m—1+d min{j,d}

= Z Z YeNij—k, (10)

j=m—i+1lk=j—m+i

hi (;v) := E[RTING]

m—1+d min{j—m-+i—1,d}

= Z Z ViVij—ks (11)

j=m—i+1 k=max{0,j—m+1}

Med hjélp av ekvationerna (10) och (11) kan vi gora plug-in skattningar av
RBNS och IBNR skadereserverna genom

hE (5 Np)

och

hE(P;0)

Den totala reserven for RBNS och IBNR blir da summan 6ver alla RBNS och
IBNR reserven for varje i, vilket ar

RE =Y (i No); (12)

i=1
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R, = fjh%w?; D). (13)

=2

Av uttryck (12) och (13) far vi den totala reserven for CRM
Riot = I-?Zit + Rit

5 Val av fordelningar till simuleringen

I detta avsnitt ska vi ga igenom vilka férdelningar vi har valt till var simulering

av data.

Nér vi simulerar data behdver vi minst fem steg. Vi simulerar tva trianglar, en
for rapportetade skadeanmiilningar och en for utbetalningsbelopp for skadear i
och utvecklingsar j. I vart fall har vi valt att simulera data for 10 skadear, alltsa

m = 10. Teorin om fordelningarna &r hdmtad fran (Wiitrich, 2015).

1. Forst simulerar vi antal skador. Lat N beteckna antalet skador som in-
traffar under skadear i, vilket vi valt lata vara Poisssonfordelad med pa-
rametrar \w, dar w motsvarar antalet aktiva kontrakt och A\ &r kopplat
till sannolikheten, att ett enskilt kontrakt far en skadehindelse. Sannolik-

hetsfunktionen for N &r

k
pk:P(N:k):e*W)-%, k=0,1,2,..

vidare dr Ns vantevirde och varians samma
E[N] = Var(N) = \w,

2. Lat T beteckna tiden da en skada intraffar under skadear 7. Vi har valt

att lata T vara Beta-fordelad. Téthetsfunktionen for Beta-fordelningen &r
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D(a+8) a1 -

— el — )Pt 0<t<l,
T 7
dér a och 8 &r parametrarna i férdelningen. Vintevirdet och variansen
av T &r

af

Var(T) = (a+B)2(a+p+1)

3. Varje skada har 0,1,2,... utbetalningar. Lat M beteckna antal utbetal-
ningar en skada har. Vi har valt att lata M ~ NegBin(r,p). Sannolik-
hetsfunktionen for Negativ Binomialférdelningen &r

n—1

P(M:m):<r—1

)pr(l—p)m_T, m=nrr+1,..

dér 0 < p < 1, ar sannolikhet att lyckas, tills man har lyckats r ganger.

Viantevirdet och variansen ar

4. Vidare later vi U beteckna tiden mellan utbetalningarna. Vi véljer U som

Gammafordelning vars téithetsfunktionen &r

f(u) = =——u*"te /B, 0 <u < oo.
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« och § dr parametrarna i fordelningen och I' betecknar gammafunktionen.

Véantevardet och variansen ar

Var(U) = af?%.

5. Till sist simulerar vi Y som &r betalningsstorleken. Férdelningen for Y

véljer vi som en Lognormalférdelning.

Téathetsfunktionen for en Lognormalfordelning ges av

_ 1 ~ (logy — p)®
f(y) - may exp{ 20.2 }a

y >0,

Vantevardet och variansen ar

E(Y) _ e“+0'2/2

2

Var(Y) = (e — 1)62‘”'”2

Vi antar att Y7, Yo, ... 4r oberoende, att de alla har samma férdelning samt att
de dr oberoende av N. Observera att genom att simulera enligt steg 1-5 ovan,
sa simulerar vi en betalningsprocess i kontinuerlig tid, medan Chain Ladder och
CRM ér definierad i diskret tid.

6 Dataanalys

Enlig denna simulering kan vi generera trianglar med rapporterade skadeanmél-

ningar och utbetalningsbelopp. Férdelen med att simulera data ar att vi vet de
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faktiska skadeutbetalningarna i den nedre hégra trapetsoiden som tillhor Aj.
Med denna information kan vi jamfora de skattade skadeutbetalningarna med

de faktiska simulerade skadeutbetalningarna.

I verkligheten har vissa forsékringar korta utvecklingsar, dir tiden mellan det
att skadorna intraffar tills det att samtliga utbetalningar &r slutreglerade &r re-
lativt kort. Ett exempel pa detta dr husdjursforsdkring. Det finns ocska andra
forsiikringar dér utvecklingsperioden &r lang, som till exempel sjuk- och olycks-
fallsforsikring eller barnforsikring. Nar vi simulerar data sjilv sa kan vi bestdm-
ma fordelningarnas véntevirde och varians och pa sa sétt fa vi olika lingd pa

utvecklingsperioderna.

I detta arbete viljer vi att simulera data for 10 skadear, A = 0.2, vintevirdet
av M (antal utbetalningar en skada har) till 1 och standardavvikelsen av M till
1.045, vantevirdet av Y (betalningsstorlek) till 1, standardavvikelsen av Y till
0.556. Vi ér intresserade av att jamfora hur bra modellerna fungerar nér vi 6kar
fordréjningstiden U och antalet aktiva kontrakt w. Vi viljer dérfor att simulera
tva typer av dataset, dir fordrojningstiderna ér olika. For varje typ av dataset

gor vi en simulering med farre kontrakt och en med fler kontrakt.

Dataset av typ 1 har medel fordréjningstid pa 1.76 ar, och standardavvikels
0.39929; dataset typ 2 har medel fordrojningstid pa 2 ar och standardavvikel-
se 1.408791. Varje typ av dataset simuleras med w=(3000, 3500, 4000, 4 500,
5000, 6 500, 7000, 7500, 8000, 8 500), dir antalet aktiva kontrakt 6kar med 500
stycken varje ar samt w=(10000, 15000, 20 000, 25000, 30000, 35000, 40 000,
45000, 50000, 55000), dir antalet aktiva kontrakt skar med 5000 stycken per
ar. Vi simulerar 10000 datamaterial av typ 1 och typ 2, for att sedan jamfora
reserven som skattas med CRM och reserven som skattas med Chain Ladder-
modellen med de faktiska simulerade utbetalningarna som referens. For att 1at-

tare skilja pa de olika dataseten introducerar vi de féljande beteckningar:
D1, := dataset typ 1 med farre kontrakt
D1,,.x := dataset typ 1 med fler kontrakt
D2,y := dataset typ 2 med férre kontrakt

D2,,.x = dataset typ 2 med fler kontrakt

Figur 2 visar ett histogram 6ver antal utbetalningar per skada som vi har anvant

i denna analys, vilket &r samma for de olika typer av datameterial.
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Figur 2: Antal utbetlningar per skada

Vi ser fran Figur 2 att de flesta skador har mellan 0 till 1 utbetalning. For vissa

skador forekommer dven 7 utbetalningar.

Vi vill &ven undersoka hur betalningsférdréjningen ser ut for respektive typ av
dataset. Figur 3 visar férdelningen, vintevirdet, 2.75% och 97.5% procentilerna

for U.

N
2 o [\ =
B o | B N
5 o 5 ©
<
o I a] _J
VN | ol
© | | | | | © | T T T 1
o 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 12
Ar Ar
(a) Dataset typ 1 (b) Dataset typ 2

Figur 3: Betalningsfordréjningar, Den roda linjen dr vantevirdet. De blaa lin-

jerna #r 2.75% och 97.5% percentilerna
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Fran Figur 3 ser vi att for dataset typ 1 &r fordréjningen mycket kortare &n

dataset typ 2.

Vidare vill vi analysera kassaflddet for var simulerade data. Vi berédknar kassa-
flodet for varje ar baserat pa forsta simuleringen. Figur 23 (Appendix) visar
hela forloppet. Fran Figur 23 (Appendix) ser man att kassaflode okar i borjan,
sedan minskar det, till sist blir det 0. Vi ser ocksa att dataset typ 1 har kortare
betalningstid &n dataset typ 2. Eftersom vi i detta fall &r intresserade av ex-
akt ndr utbetalningen ar slutreglerad for hela portféljen, sa zoomar vi in Figur
23 (Appendix). Figur 4 nedan visar i vilket ar kassafléde blir 0 for respektive

dataset.
I::"’Ir'ﬁin D.Imax
I I
(=] ] [= ]
e § ~
£ — L —
C rrTr T C T T
13 15 17 19 13 15 17 19
Ar Ar
D2m|n D2mﬂx
- I
a _ o _
e § ~
0 - £ —
Sl s S B B B S T T
24 28 32 24 28 32
Ar Ar

Figur 4: Svansen av kassaflode for de fyra dataseten baserat pa férsta simulering

Fran Figur 4 ser vi att alla utbetalningarna &r slutreglerade vid ar 15 for D1 ;.
For D1yax slutregleras utbetalningarna vid ar 17. Vi noterar vidare att utbe-
talningarna for D2,,;, ar slutreglerad vid ar 27. For D2,,., slutregleras utbetal-
ningen vid ar 33. Légg mérke till att beloppen &dr vildigt sma for de hér senaste
aren. Vi noterar att detta géller for forsta simulering. Eftersom vi simulerar data

10000 ganger sa kan kassafldde variera nagot.
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6.1 Modellantagande f6r Chain Ladder-modellen

Chain Ladder har tva antaganden: Antagande 1 &r att utbetalningsmonstret for
varje utvecklingsar dr samma. Antagande 2 &r att varje skadear &r oberoende

av varandra.

For att undersoka om modellantaganden uppfyller plottar vi de skattade akumu-
lerade utbetalningsbeloppen fér utvecklingsar j, alltsa C’, ; mot de faktiska aku-
mulerade utbetalningsbeloppen for utvecklingsar j, alltsa C; ; for j =0,1,...,9
baserad pa den forsta simuleringen for varje datatyp. Figur 5 visar resultatet for
D1, Figurerna 24, 25 samt 26 (Appendix) visar resultatet f6r D1yax, D2min
och D2pax.

Cin
b%
Ci
%%
Cq
2,
Ca
%0

A A A A
Co Ci Ce Ca
= &Q a &@ " &8 N &@
0 +] o a Q o o o]
& & & &
A A A M
CH CI CE Cl?
k|
@ &a o @e
o o o o
& &
A A
C Cg

Figur 5: Akumulerade utbetalningsbelopp éu mot C; ; baserad pa den forsta

simuleringen, D1y
Om modellantaganden &r bra ska vi fa en riit linje med 45 graders lutning. Fran

Figur 5 ser vi att linjer for samtliga plottar &r ganska raka och har 45 graders

lutning. T Figurerna 24, 25 och 26 (appendix) ser vi liknade monster.
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Vidare vet vi att for varje skadear &r antalet skador N Poissonférdelat och
utbetalningen Y7,Y5, ... 4r Lognormalfordelad och att de dr oberoende av N.
Detta ger oss att alla skadear adr oberoende av varandra. Dérmed séger vi att

antaganden fér Chain Ladder-modellen &r uppfylld.

Vi beréknar utvecklingsfaktorer f;, 7 = 1,2,...,9 och andel hittills utbetalt
1/F;, j = 1,2,..., for att kontrollera om utvecklingsménstret &r rimligt. Dér

Lag-faktor F); definieras som

Fy=Ffi fit1- frma

Figur 6 visar utbetalningsmonstret for var tva typer av dataset baserat pa forsta
simuleringen. Den &vre kurvan &r vara utvecklingsfaktorer och den nedre &r
andel hittills utbetalt.

I:Hmir'l I:Hmax

Ménster
2
11
Ménster
2
T

o = o =
I I I ] 1 I I I
2 4 51 8 2 4 B 8
D2min Dzmax
F. =i : i f. = ]
= | o F g
o w
é o é o
e _e_?re_| T T e
2 4 6 8 2 4 B 8

Figur 6: Utvecklingsfaktorer och andel hittills utbetalt baserad pa den forsta

simuleringen
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Fran Figur 6 ser vi att de storsta av utbetalningsbeloppen hamnar pa de ti-
digaste utvecklingsaren och avtar sedan successivt. Utifran denna figur drar vi
slutsatsen att utvecklingsmonsteret for var simulerad data dr rimligt. Vi note-
rar ocksa att betalningen slutregleras betydligt fortare for dataset typ 1 &n for
dataset typ 2. Tabell 7 visar de siffror som vi har anvint till Figur 6 samt det
faktiska simulerade andel hittils utbetalt.

Dl [ [ Do [ 2 ]
Ar | f F Fak. | f F Fak. f F Fak. | f F Fak.
1 2.486 | 0.328 | 0.333 | 2.453 | 0.337 | 0.336 | 4.241 | 0.070 | 0.068 | 4.403 || 0.067 | 0.067
2 1.186 | 0.816 | 0.822 | 1.168 | 0.826 | 0.826 | 1.773 | 0.296 | 0.293 | 1.730 || 0.297 | 0.295
3 1.029 | 0.968 | 0.968 | 1.030 | 0.965 | 0.965 | 1.316 | 0.524 | 0.516 | 1.322 || 0.514 | 0.514
4 1.004 | 0.996 | 0.995 | 1.005 | 0.994 | 0.995 | 1.164 | 0.690 | 0.682 | 1.173 || 0.679 | 0.678
5 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.001 | 0.999 | 0.999 | 1.092 | 0.803 | 0.795 | 1.102 || 0.797 | 0.796
6 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.053 | 0.877 | 0.873 | 1.055 || 0.878 | 0.876
7 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.044 | 0.923 | 0.926 | 1.038 || 0.927 | 0.929
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.024 | 0.964 | 0.961 | 1.024 || 0.962 | 0.964
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.013 | 0.987 | 0.985 | 1.015 || 0.985 | 0.986

Tabell 7: Utvecklingsfaktorer f, andel hittils utbetalt F och det faktiska simule-
rade andel hittils utbetalt Fak.

Fran Tabell 7 ser vi att andel hittils utbetalt F' som &r beriknad med Chain
Ladder-modellen slutar efter 4 ar for D1,,;,. For D1, slutar det efter 5 ar.
Alltsa utbetalningar for dataset typ 1 slutregleras tidigt. Diaremot for dataset typ
2 ar situationen annorlunda. Vid ar 9 dr andel hittils utbetalt F' for D2, =
98.7% och D2p.x = 98.5%. De hir siffrorna visar D2,,.« har mest kvar att
betala efter 9 ar. Man kan ocksa se att utbetalningaménster for I ligger ganska
néra det faktiska simulerade utbetalningsmonstret, vilket betyder att Chain
Ladder-modellen fungerar bra pa det data vi har simulerat. Eftersom Chain
Ladder-modellen bara kan prediktera 10 ar framat, sa kan den inte fanga de

utbetalningar som intréiiffar efter utvecklingsar 9.

6.2 Modellantagande for CRM

I CRM skattar vi tva trianglar: en dr inkrementell triangel for antal rapporte-
rade skador och en dr inkrementell triangel for skadeutbetalningar. Vi borjar
med att undersoka modellantagendet fér antal rapporterade skador. Vi plottar
de skattade antal rapporterade skador for varje utvecklingsar j mot de faktiska
antal rapporterade skador baserad pa den forsta simuleringen. Om modellan-

tagnadet dr bra ska vi fa en rit linje med 45 graders lutning. Figur 7 visar
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antal rapporterade skador N” mot N;; for Dlyin. Figurerna 27, 28 samt 29
(Appendix) prensenterar f6r Dlmax, D2min och D20y

Qo
o
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= ® = o ©
oY o o
F A
Nig Nis
o L=
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= @ = o
o]
M A
N|2 N|3

Figur 7: Antal rapporterade skador N” mot NN; ; baserad pa den forsta simule-

ringen, D1y,

Vi noterar att bade for D1, och D1y, dr utvecklingsperioderna korta och
efter utvecklingsar 4 &r antal rapporterade skador 0, darfor plottar vi bara 4
utvecklingsar. Fran Figurerna ser vi att modellantaganena ser ganska OK ut.
Ju hogre utvecklingsar &r desto mindre information far vi fér att prediktera
framtida antal rapporterade skador. Detta kan vara anledning till att linjerna

inte dr rita for de hogre utvecklingsaren.

Nu vill vi analysera vidare pa den inkrementella triangel for skadeutbetalning-
ar. Vi plottar de skattade skadeutbetalningar fér varje utvecklingsar j mot de
faktiska skadeutbetalningar baserad pa den forsta simuleringen. Om modellan-
tagnadet &r bra ska vi fa en rét linje med 45 graders lutning. Figur 8 visar antal
rapporterade skador )A(z j mot X; ; f6r D1pi,. Figurerna 30-34 (Appendix) pren-

senterar for D1 .y, D2min och D2 ..
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Figur 8: Skadeutbetalningar XU mot X; ; baserad pa den forsta simuleringen,
Dlmin

Fran Figurerna ser vi att modellantagande ser hyfsat bra ut, men inte lika bra
som for Nj;. Med ovanstaende analys drar vi slutsats om att modellantagande

uppfyller nagorlunda bra fér CRM.

Vidare vill vi undersdéka modellantagande f6r varians med CRM genom att ana-

lysera variansantaganderna for X;;. Enligt formeln (4) far vi

Var(Xij|N0) - 0'2 + ,LLQ
E[Xi;[Ro] p

Lat

- VELI'(Xij‘No)
Y E[XGR]
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och

o? + u?
T

l:=

Vi simulerar datan 10000 ganger och berdknar c;; som stickprovsvérde. Vi far
da totalt 55 stycken. Standardavvikelsen for betalningsstorlekar Y (se Avsnitt
5) &r 0.556, vi vet att E[Y] =1, da far vi [ = 1.308792. I Figur 9 har vi plottat

de 55 vérden som ett histogram och den réda vertikallinjen &r /.
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oy T &8
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Figur 9: stickprovsvirde mot det teoretiskt vérde

Enligt modellen ska de 55 stickprovsvérdena konvergera mot det teoretiska vér-
det, [ = 1.308792. Fran Figur 9 ser vi att #ven om vi tkar antal stickprov sa
verkar de inte konvegera mot det teoretiska vérdet, dérfor sdger vi att det finns
en signifikant skillnad mellan simulerad data och det teoretiska virdet. Sa mo-
dellantagande for varians verkar inte vara uppfyllt for modellen. Detta resultat
ar inte konstigt. Var data kommer ifran en kontinuerlig process. Om skadan
rapporteras vid arets slut, sa &r sannolikheten att betalningarna hinner goras

under samma ar ar liten.
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6.3 Problem med simulerade trianglar

Vi simulerar data for 10 skadear men nér utbetalningstiden &ar kort kan utbe-
talningar bli 0 innan utvecklingsar 9. Eftersom vi simulerar data 10000 ganger,
kan vi far problem med kvasimaximumlikelihoodanpassning (QML, eng. quasi
maximum likelihood). Vi kan da inte skatta sd manga parametrar som vi énskar.
Detta &r ett numeriskt problem och gar i praktiken att undvika genom att for
varje sadant dataset hantera dessa nollor korrekt genom att ta bort de utveck-
lingsperioder som bara bestar av nollor. Pa grund av tidsbrist véljer vi dock
i denna uppsats att medvetet skatta farre parametrar, vilket leder till en viss
underskattning av reserven for CRM. I detta avsnitt tittar vi pa ett exempel

dar problemet uppstar.

I CRM skattas parametrarna ¢, genom (QML, eng. quasi maximum likelihood).

kvasilikelihood kan beskrivas enligt formel

min{j,d} min{j,d}

P(; Fo) = Y [Xijlog ( Z Vi Ni i) Z YeNij k) (14)

i,j€Ao

Vi deriverar I?(1); Fo) med avseendet pa 1, och sitter derivatan till 0, fér att
16sa ut 9. Vi kan se fran formen (14) att om X,; ar 0, for nagot j, da nér vi
deriverar IP(1; Fo) far vi ett virde som &r mindre eller lika med 0. Detta kan

alltsa bli ett problem, speciellt fér stora virden pa k.

Det vi kan gora ar att vi eliminerar hela ekvationen fran dessa utvecklingsaren.

Till exempel om X5, Xag och Xig &r 0, raderar vi de ekvationer som motsvarar

min{j,d}
E[X15[Ro] = Z YrN1s—ks

min{j.d}

X28|N0 Z wkN28 k

och
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min{j,d}

E[X19/Ro] = Y tkNig 4.
k=0

I detta exemplet kan vi beridkna z/?k., dar k=0,1,2,...,7.

Tabell 8 visar en triangar som vi har problem med.

Utvecklingsar

Skadear 0 1 2 3 4
211.19 320.64  93.23 20.23 0.00
259.30 380.62 122.58 25.27 2.83
272.85 426.33 143.54 26.32 2.78
341.91 45145 14491 24.36 1.31
365.94 539.35 188.10 43.42 7.41
474.51 678.57 21042 3238 7.20
475.39 770.21 190.05 32.93
552.47 821.17 274.69

558.93 830.09

693.83

S O O O Ot
S O O oo
S O O

o O oo

o | ©

© 00 N O U = W N~

—_
o

Tabell 8: Problemtriangel; Skadeutbetalning

I Tabell 8 ar skadebelopp for utvecklingsar 5-9 lika med 0. Vi eliminerar alla ek-
vationer som tillhor de utvecklingsaren, och skattar sedan 1[%, dér k #£5,6,7,8,9
med QML.

Eftersom vi simulerar data 10 000 ganger, gor att trianglarna kan se véldigt olika
ut. I vissa fall gar det inte att numerisk skatta sa manga ¥y, som vi vill. Tabell

9 ar exempel pa en simulering av D1,,;,, dir det inte gar att optimera 125.
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Utvecklingsér
Skadear 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1| 210.13 357.25 74.11 2430 582 0.00 0 0O O O
2 | 286.84 393.13 10190 24.60 433 066 0 0 O
3] 308.09 479.05 129.33 25.14 226 120 0 O
4| 294.27 517.81 153.46 29.97 3.83 0.00 O
51 399.16 529.91 151.11 38.78 3.99 0.00
6 | 452.95 703.44 22090 54.66 0.77
7| 548.16 753.54 191.03 26.31
8 | 553.00 907.48 241.87
9 | 4602.01 852.89
10 | 651.76

Tabell 9: Problem triangel; skadeutbetalningar

Vi ser fran Tabell 9 att det finns utbetalningar i utvecklingsar 5, da borde QML
kunna berdkna 1/;5. Men GLM-anpassningsmetoden i R varnar for att den nume-
riska anpassningsmetoden inte har konvergerat, vilket beror pa att anpassningen
leder till konvergens mot en 6verspridd Poisson-variabel med véntevérde 0. Pa
grund av tidsbrist véljer vi att endast skatta 12)[6, diar k =0,1,2,...,4, for D1y,
vilket fungerar for samtliga simulerade datamaterial. Liknande problem far vi
med Dl1,,.x. Har véljer vi att endast skatta 1/3;@, dar £ = 0,1,2,...,6.. I simu-
leringsstudien kommer vi att se att foljden av att vi medvetet anpassar farre

parametrar dr att reserven for CRM kommer att underskattas nagot.

7 Utviardering av CRM och Chain Ladder-modellen

7.1 Dataset typ 1

For att skatta reserven med Chain Ladder-modellen, berdknar vi forst den acku-
mulerade triangeln fran den inkrementella triangeln, sedan riiknar vi ut utveck-
lingsfaktorerna f;. Med hjélp av f; kan vi sedan berdkna den skattade ultimo

for varje skadear ¢. Till sist berdknar vi den totala reserven med hjilp av formel

(3).

Vi borjar med att analysera och jamfora reserven fér bada metoderna. Vi simu-
lerar data 10000 ganger. For att ldttare kunna jamfora resultaten kommer vi

att analysera
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Ri  _ RORM.
—tot _—tot i=1,2,...,10000 (15)
Rtot

och

R — ]A%CL,i

—tot __tot | i=1,2,...,10000 (16)
Rtot

diir R:,, motsvarar totala faktiska framtida utbetalningar fran simulering i.

Figur 10 visar kerneldensity for (15) och (16). Den réda linjen & CRM (15) och

den blaa linjen dr Chain Ladder-modellen (16).

Simulerad VS Skattad Simulerad VS Skattad
© —
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w —
= =
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[7] @ o ]
[14] @
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] ]
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o~ w —

(=] o —

| | | | | | | |
0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
" A i . A .
(R - Ruo) /Ry (Rit = Ruot) /Ry
(a) Dlmin (b) Dlmax

Figur 10: Reserven enligt (15) och (16)
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Néar vi skattar parametrar i CRM ndmner vi i Avsnitt 6.3 att vi medvetet
anpassar firre parametrar for D1,,;, och Dl,... Detta gor att reserven blir
nagot underskattad. Fran Figur 10 ser vi att den skattade reserven med Chain
Ladder-modellen &r centrerad kring 0 men med CRM lutar fordelningen at hoger

nagot. Detta innebir att flera av reserverna dr positiva, vilket leder till

e — REFM im . ACORM
o O stm

Reim > 0= Riy" > Ry’

tot

Alltsa reserven med CRM &r nagot underskattad. Detta &r orsakat av att vi
medvetet anpassar farre parametrar i CRM. Vi noterar att variationen for CRM
dr nagot mindre d&n Chain Ladder-modellen. Vi ser ocksa att variationen for
D1ax 8r mycket mindre &n D1,,;,. Detta dr rimligt, eftersom D1y, har mycket
fler kontrakt &n D1,,;,. Ju fler observationer vi har desto nirmare kommer den
skattade 1[) till den sanna 1.

Som vi ndmner i Avsnitt 6.3 att problemet med QML gar att undvika genom
att for varje dataset hanterar dessa nollor korrekt. Detta gar att automatisera,
men GLM-anpassningsmetoden i R kommer fortfarande att varna for att den
numeriska anpassningsmetoden inte har konvergerat. Figur 11 visar ett exempel
pa reservjimforelse for CRM och CL for ett annat datamaterial som har kort
svans och ddr vi har hanterat problemet med QML. Figur 11 kommer fran
(Lindholm, 2019).
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Simulerad VS Skattad

CRM

Kerneldensity
3
|

-0.2 0.1 0.0 0.1 0.2
(REY - Riot) /Ry

Figur 11: Reservjimforelse dér vi har automatiserat datamaterialet

Fran Figur 11 ser vi att CRM-prediktionen &r béttre &n motsvarande CL-
prediktion.

Vi fortsdtter analysen med den metoden vi har valt i denna uppsatsen, det vill
siga dir vi medvetet skatta fiarre parametrar i CRM. Eftersom CRM skattar
IBNR och RBNS reserven var for sig ar det intressant att jamfora skattade IBNR
och RBNS reserven med simulerade IBNR och RBNS reserven. For jamforelser
anvander vi foljande:

RZi _ RT.CRM.,i

: , i=1,2,...,10000 (17)
R;Lfot

och

RR,i _ RR,CRM,@'
7; )
Rtot

i=1,2,...,10000 (18)
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Vi plottar kernelférdelningarna for (17) och (18) f6r D1y, och D1yayx. Figur

12 (a) &r kernelférdelningar for D1y, Figur 12 (b) dr kernelférdelningar for
Dlmax~

. IBNR o _ i IBNR
o | ' | -~ RBNS = ¥ -- RBNS
S i 2z 8 -
w |. " w 1
S E ] | \ S |
8 A S 4 .
£ AN g N7
] I i @ RN
RIS ' \ x o i
) 2 H ‘I
;’ '\\ J.I '|\
o _ . o o _ \
T | | T T | [ T
0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2
(a) Dlmin (b) Dlmax

Figur 12: Gron linje (17). Lila linje (18).

Fran Figur 12 ser vi att IBNR-reserven &r centrerad runt 0, men variationen
ar storre dn for RBNS-reserven. Fordelningen for RBNS-reserven lutar sig at
hoger, vilket innebér att RBNS-reserven dr nagot underskattad. For D1,
ar varitationen for bade RBNS och IBNR reserven mycket mindre &n D1,,;,.
Ovanstaende analys antyder pa att det &r RBNS-reserven som leder till att den
totala reserven blir nagot underskattad.

Detta resultat &r rimligt, eftersom nér vi skattar IBNR-reserven skattar vi forst
antalet rapporterade skador, sedan utbetalningar. RBNS-reserven ddremot an-
véinder vi antal rapporterade skador som vi redan vet och skattar bara utbe-
talningar. S& RBNS-reserven har mer information och firre saker att skatta dn
IBNR-reserven. Att variationen &dr mindre for D1, &n D1, Ar ocksa forvéin-
tat. Samma resonemang som tidigare, ju fler observationer vi har desto ndrmare
kommer den skattade 7,/; till den sanna ) .

Vidare analysera vi fL/AJ;c for CRM. Vi simulerar dataset typ 1, 10000 ganger,

beriknar medelviirdet, 2.75% och 97.5% percentilen av . Figur 13 visar me-
delviirden, 2.75% och 97.5% percentilen av ¢y f6r D1min och D1lmax.
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Figur 13: sz med 2.75% och 97.5% percentilen

Fran Figur 13 ser vi att percentilerna ligger ganska néra medelvirdet. z,ZAJk avtar
ju storre k blir. Man kan ana, for storre k& blir @[Ajk negativt for bada D1, och
Dlmax~

For att titta nidrmare pa var 1[);@. plottar vi kernelférdelningen for ’é", det vill
k
sidga 1y, dividerar med medelvérdet av v¢y. Figur 14 och Figur 15 visar kernel-

fordelningarna.
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Vi har flest information for att skatta ¢, och mindre information for att skatta
1. Informationen avtar ju stérre & blir. Detta ser man i ekvationssytemet (6)

i Avsnitt 4.3.1. Detta medfor att skattningen for 1[10 kommer vara mer precis,

och 1/;,”,1 kommer fa sdmst skattning. I Figur 14 ser vi fordelningen for 3’“ , dar
k

k=0,1,2,3 ar centrerad runt 1. D?tta innebér att ’l/A)k, dar k= 0,1,2,3 ar néra

sitt medelviirde. Fordelningen for 2% &r inte helt centrerad. Den lutar sig nagot

at viinster. Vi kan se att variationen blir storre ju storre k blir, vilket &r rimligt,
dérfor ju storre k blir desto mindre data vi har. Samtidigt vet vi att virdet for
¥y, blir mindre och mindre da k 6kar. I vart fall ser vi fran Figur 13 (a) att s
och 14 &r vildigt néra 0, Vi noterar ocksa att det forekommer dven negativa
viirden for b3 och 1ﬁ4.

I Figur 15 ser vi liknade monster for D1,,,,, dér skattning for 1&0 dr sakrast och
variationen for 1&4 dr ganska stor. Skattningen for 1/35 och 1/36 verkar inte vara
s& bra. Vi ser fran Figur 13 (b) att viirdet for 4, 15 och v ér vildigt nira 0.
Sa att skattningen for de parametrarna #r daliga kommer inte paverka reserven
sa mycket. Det forekommer negativa virde for @4, 1[15 och 1/36. Med negativa
1&1C kan framtida skattningar av skadeutbetalningar bli negativa men det &r ett

troligtvis skattningsfel och &r helt acceptabelt.
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Vidare vill vi analysera hur kvantilen ser ut fér framtida kassafléde. Vi berdknar
medelvird av kassaflod, 2.75% och 97.5% percentilerna efter 10 000 simuleringar.
Figur 35 och Figur 36 (Appendix) visar avveckling av framtida kassaflode med
2.75% och 97.5% percentilerna f6r D1,,;, och D1, med respektive metoder.
Vi ser fran Figurerna hur kassaflode successivt avtar med tiden. Percentilerna
ligger ganska titt mot medelvirdet. For att ldttare jamfora kassaflode plottar

vi Figur 16 som visar kassafléde utan de 2.75% och 97.5% percentilerna.
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Figur 16: Framtida kassaflode (medelviirdet 6ver 10000 simuleringar); svart lin-
je, simulerad kassaflode. rod linje, kassaflode med CRM. bla linje, kassaflode
med Chain Ladder-modellen

Fran Figur 16 ser vi att kassaflode for bade CRM och CL ligger relativt néra

det simulerade kassaflode.

Det dr svart att se hur den skattade kassaflode foljer den simulerade kassaflode i

detalj fran Figur 16, déirfor anvéinder vi féljande for jimforelse mellan modellerna

i -CRM,i
X — Xy

: , k=1,2,.., i=1,2,..,10000, (19)
R;ot
och
Xi _XCL,i
—k_—k k=1,2,.., i=1,2,..,10000 (20)
Rtot
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dar X,i motsvarar simlulerade utbetalningar ar k i i:te simuleringen. Figur 17
och Figur 18 visar kerneldensity av (19) och (20) for D1y, och Dlyax. Den
roda linjen & CRM, och den bléaa linjen &r Chain Ladder-modellen.
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Figur 18: Kerneldensity av (19) och (20); Rod linje & CRM, Bla linje &r CL,
Dlmax;

Vi lagger forst mérke till att i Figur 17 har vi kassafléde fram till atta framtida
ar, men i Figur 18 har vi kassafléde fram till nio framtida ar. Anledningen till

detta ar att for D1,,;, finns inga flera utbetalningar efter atta framtida ar.

Vi ser fran Figur 17 att skattningen &r relativ centrerad med Chain Ladder-
modellen for alla framtida ar. Med CRM ser vi att kerneldensity for ar ett,
tre och fyra lutar sig nagot at hoger. Detta innebir att beloppen &r nagot
underskattad med CRM for dessa aren. Diaremot for ar tva lutar férdelningen
nagot ar vinster. Detta betyder att med CRM &r beloppen 6verskattade for det

aret. Kerneldensity ar bredast for ar ett. Det blir smalare for varje ar det gar.

Bredden pa kerneldensity talar om for oss den relativa forandringsstorleken, det
vill sdga ju bredare kerneldensity dr desto mer paverkar det arets skadeutbetal-
ningar hela reserven. Ar fem, sex, sju och atta &r kerneldensity som en stolpe
runt 0. Detta kan vi tolka som att skadeutbetalningarna ér vildigt sma for de
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aren. Skattningen for de aren paverkar inte reserven speciellt mycket.

For D1y,ax ser vi fran Figur 18 att med CRM é&r skadeutbetalningar underskat-

tade for ar ett, tre och fyra. Ar tv4 dr det dverskattat. Ar fem, sex, sju, atta och

nio &r beloppen vildigt sma. sa de aren bildrar inte sa mycket till hela reserven.

Chain Ladder fungerar ganska bra for denna typ av data ocksa.

7.2 Dataset typ 2

Vi ser fran Figur 4 i Avsnitt 6 att dataset typ 2 har lingre svans &n dataset typ

1.

Jamforelsen av reserven, se formler (15) och (16) for dataset typ 2 ser vi i Figur

19.
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Figur 19: Reserven enligt (15) och (16)
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Vi ser fran Figur 19 (a) att reserven &r underskattad f6r bade CRM och med

Chain Ladder-modellen men CRM lutar sig nagot mer at vénster, vilket betyder

att den &r en aning mindre underskattad &n Chain Ladder. For D2, verkar
CRM variera lite mindre. Om vi tittar pa Figur 19 (b) ser vi att Chain Ladder-

modellen fungerar ganska daligt. Nistan hela fordelningen dr pa hoger sida om

0. Reservskattning for CRM #r underskattad men &r mycket béttre &n Chain
Ladder-modellen.

40

0.2




Jamforelse for IBNR och RBNS reserven, se formler (17) och (18) for dataset
typ 2 visas i Figur 20.
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Figur 20: Gron linje (17). Lila linje (18).

Fran Figur 20 ser vi att fordelningen for RBNS-reserven lutar sig nagot mer
at hoger an IBNR-reserven, och variationen &r mindre &n IBNR-reserven. Sa
RBNS-reserven dr nagot underskattad men andel skattningsfel d&r mindre &n
IBNS-reserven. Som foér datatyp 1, det &r RBNS-reserven som orsakar till att

den totala reserven blir underskattad.

Vi vill analysera nidrmare pa medelvirdet, 2.75% och 97.5% percentilerna av
U5, Resultatet visas i Figur 21. Figur 21 (a) dr Oy, f6r D2y, déir k= 0,1, ..., 8.
Figur 21 (c) &r @k for D2, didr k = 0,1,2,...7. Figur 21 (b) &r 12% f6r D205,
déir k=0,1,2,...,9. Figur 21 (d) ér ¢y, for D2y, dir k =0,1,2, ..., 8.
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Figur 21: ¢}, med 2.75% och 97.5% percentilerna

Vi ser fran Figur 21 (a) och Figur 21 (b) att percentilerna blir véldigt breda nér
k blir stort. Detta medfor att det inte passar att ha k = 0,1,2,...,8 till D2,
och kK =0,1,2,...,9 till D2,,x. Néir vi minskar k s& ser vi fran Figur 21 (c)
och Figur 21 (d) att percentilerna ser mycket tétare ut, dirfor viljer vi Uy, dir
k=0,1,2,..,7 for D2yin. For D2, véljer vi l[;k, diar k =0,1,2,...,8. Vi ser
tydligt hér att det uppstar negativa zﬂk for bada D2, och D2«

Nu nér vi har bestdmt antalet ’(/37 kan det vara intressant att veta hur manga pro-

cent av reserven vi inte fangar med respektive modellerna. Med Chain Ladder-
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modellen beréknas reserven bara till och med utvecklingsar 9. Med CRM skattar

vi reserven till utvecklingsar 16 for D2.,;, och till utvecklingsar 17 for D2,.x.

Fran simulerade data berdknar vi andel betalningar av total framtida betalning-
ar som bada metoderna missar, Resultaten baserat pa 10000 simuleringar ges i
Tabell 10.

Dataset CRM CL
D2.,in 0.256% 5.688%
D2 0.137%  5.249%

Tabell 10: Andel betalningar av totala framtida betalningar som metoderna inte
fanga upp pa grund av den langa svansen (Medelvirdet av 10000 simuleringar)

Vi ser fran Tabell 10 att Chain Ladder har betydligt stérre andel som den
inte fangar upp &n CRM, vilket inte &r konstigt, eftersom CRM predikterar
lingre dn Chain Ladder. Kom ihag att D2, har flera kontrakt &n D2;,.
Vi noterar hér att andel betalningar av totala framtida betalningar modellerna
missar for D2y, dr storre dn D25,.x. Aven sd ér fallet dr reserven modellerna
ska prediktera ar storre for D2 ..

Medelvirde av det framtida kassaflédet med 2.75% och 97.5% percentilerna vi-
sas i Figur 37 och Figur 38 (Appendix) for dataset typ 2. Man ser att kassaflodet
avtar och den 2.75% och 97.5% percentilerna ligger ganska tétt runt medelvér-
det. Figur 22 visar kassaflodet utan 2.75% och 97.5% percentilerna for att littare
jamfora det skattade kassaflodet och det simulerade kassaflodet.

43



o
S g
D
- o
o _|
=
o
g - g
a a ©
a o
S s g
8 2 g
s 4
L) o
o |
&
o - o -
| | | | | 1 1
5 10 15 5 10 15 20
Ar Ar
(a) D2min (b) Dzmax

Figur 22: Framtida kassaflode (medelviirdet 6ver 10000 simuleringar); svart lin-
je, simulerat kassaflode, rod linje, kassaflode med CRM, bla linje, kassaflode med
Chain Ladder-modellen

Vi tittar pa kassafléde fran med ar 5 till och med ar 14 i Figur 22 (a). Vi ser
att kassafldde som #r skattat med CRM (réd linje) ligger ndrmare det simule-
rade kassaflodet &n Chain Ladder-modellen (bla linje), men reserverna for bada
metoderna verkar vara underskattad. Nu tittar vi pa kassflodet fran och med ar
5 till och med ar 15 i Figur 22 (b). Kassaflodet for Chain Ladder-modellen &r
dnnu ldngre ifran det simulerade kassflodet. Som sagt Chain Ladder skattar inte
mer efter ar 10, déarfor dr reserven 0 efter det aret. For vriga ar ser det ut som

att det skattade kassaflodet dr nara det simulerade kassaflodet.

8 Slutsatser och Diskussion

I detta arbete har vi tittat pa tva reservsittningsmodeller. Den ena #r Macks
Chain Ladder-modell, den andra dr den kollektiva reservsiittningsmodellen (CRM,
eng. the collective reserving model). Vi har tillimpat bada modeller pa simule-

rade data. Vi har simulerat data 10000 ganger.

CRM kréaver tva tringlar: en &r inkrementell triangel fér antal rapporterade ska-
dor och en &dr inkrementell triangel for skadeutbetalningar. Parametrarna skattas
genom att anvinda kvasimaximum likelihoodteori (QML, eng. quasi maximum
likelihood). Om en forsékring dér utbetalningstid &r kort, sa far vi problem att

skatta sa manga parametrar vi vill med QML da vi simulerar data 10000 gang-
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er pa grund av att somliga utbetalningsperioder innehaller nollor. Detta ar ett
numeriskt problem och gar i praktiken att undvika genom att for varje sadant
dataset hantera dessa nollor korrekt. Detta gar att automatisera, se exempel
Figur 11. Pa grund av tidsbrist véljer vi dock i denna uppsats att medvetet
skatta firre parametrar, vilket leder till en viss underskattning av reserven for
sadana typer av forsikring jamfort med de sanna simulerade utbetalningar och
Chain Ladder-modellen. Chain Ladder-modellen &r lédtt att implementera. Vi
behover bara veta om den aggregerade triangeln for skadebelopp. Den skattar
reserven vildigt bra nir utbetalningen slutregleras snabbt.

Om en forsékring dir utvecklingsar ar lingre dn skadear, sa kan Chain Ladder
modellen inte fanga upp informationen dér utveklingsar &dr ldngre &n skadear.
CRM fungera mycket béttre &n Chain Ladder-modeller i detta fall. Eftersom den
med hjilp av sina skattade parametrar kan fanga upp en del av informationen
efter utvecklingsar som &r langre dn skadear. CRM delar upp reserven i tva
poster, IBNR och RBNS reserven. Nér vi jimfor den simulerad IBNR/RBNS
reserven med den skattad IBNR/RBNS reserven, ser vi att RBNS-reserven ér
nagot underskattad men andel skattningsfel &r mindre &n IBNR-reserven. Det
antyder pa att det &r RBNS-reserven som leder till att den totala reserven blir
underskattad.

Vi har inte haft tillréckligt mycket tid att undersoka problemet med QML. I
framtiden kan man undersoka vidare pa detta. Da kommer reserven med CRM
inte bli underskattad nér utbetalningstiden &r kort. I praktiken har vi endast en
datamingd och det gar att skatta MSEP med metoder som beskrivs i (Wahl,
2018) for att undersdka hur vél modellen passar data. Man kan dven téinka
sig att beskriva 1) som en funktion av utvecklingsperiod och pa sa sitt kunna

prediktera reserven dnnu langre.

45



9 Referenser
Wahl, F., Lindholm, M., and Verall, R. (2018). Stockholm University Research
Report in Mathematical Statistics 2018:19.

Mack, T. (1993). Distribution free calculation of the standard error of chain-
ladder reserve setimates. ASTIN Bulletin 23 (2), 213-225.

Lindholm, M. (2019) Privat korrespondens.

Miranda, M. D. M., Nielsen, B., Nielsen, J. P., and Verall, R. (2011). Cash flow
simulation for a model of outstanding liabilities based on claim amounts and
claim numbers. ASTIN Bulletin: The Journal of the TAA: 107-129.

Miranda, M. D. M., Nielsen, J. P., and Verrall, R. (2012). Double Chain Ladder.
Astin Bulletin.

Skadeforsdkringsredovisning foreldsning 1, introduktion, premier.

Verrall, R., Nielsen, J. P., and Jessen, A. H. (2010). Prediktion of RBNS and

IBNR slaims using claim amounts and claim counts. Astin Bulletin, 872-887.

Wiitrich, M. (2015). Non-life insurance Mathematics & Statistics. Lecture No-

tes.

Wahl, F., Lindholm, M. and Lindskog, F. (2018). Estimation of condition mean

squared error of prediction for claims triangle reserving 2018:6.

46



10

belopp

belopp

Appendix

1000

0

1000

0

D1min
T T T T
0 5 10 15
Ar
Dzmin
TT T T T 17171

0 10 20 30

Ar

belopp

belopp

0 6000

6000

0

D‘] max

0 5 10 15

Ar

Dzmax

0 10 20 30

Ar
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Figur 28: Antal rapporterade skodor N” mot NV; ; baserad pa den forsta simu-

leringen, D2,
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Figur 35: Framtida kassaflode (medelvirde éver 10 000 simuleringar) med 2.75%
och 97.5% percentilerna, D1,
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Figur 36: Framtida kassaflode (medelvirde 6ver 10 000 simuleringar) med 2.75%
och 97.5% percentilerna, D1,.x
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