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Sammanfattning

Pensionsmodellen beskriver hur den svenska befolkningen tjanar in
och tar ut pension och hur detta paverkar inkomstpensionens ekonomiska
stéllning pa sikt. Hur stor inkomst en individ kommer att ha i modellen
bestams av vilka egenskaper individen har. Exempel pa dessa egenska-
per dr huruvida individen har barn, far socialtransfereringar, studerar,
har bérjat ta ut sin i pension mm. Varje individ har en viss kombina-
tion av dessa egenskaper vid varje tidpunkt. I den hér uppsatsen jamfor
vi metoder for att skatta Gvergangssannolikheter mellan utfall av dessa
egenskaper. Det finns redan en metod for detta i dagens pensionsmodell
som i princip bygger pa helt empiriska skattningar men i den har upp-
satsen undersoker vi om det finns en béttre metod. De egenskaper som
studeras har alla virdena sant/1 eller falskt/0. Vi betecknar antal egen-
skaper ne och i vart data ar n. = 14. En kombination av dessa bendmns
ze = (z1,Z2,...,Zn,) och en overgdng fran ett ar till nista sker mellan
tva vektorer av egenskaper hos en individ ze,0 — %e,1, dér vi sidger att
tiden O &r starten av 6vergangen och tiden 1 infaller ett ar senare. Data
som innehaller 9.7 miljoner individer dir &ven uppgifter om kon (s), al-
der (a) och grupp av fodelseliander (o) finns med visar pé ett stort antal
mojliga 6vergangar. Det finns indikationer pa att dessa évergangar ibland
sker oberoende av varandra men att det mellan vissa egenskaper finns ett
visst beroende. I den hér uppsatsen kommer vi att dela upp Gvergangarna
i en kedja av betingade sannolikheter vilket gor det mojligt att modellera
ett enskilt virde zr,1 at gangen. Detta gor att vi kan anvinda vanliga
klassificeringsmodeller. Kedjan av betingningar ser ut pa foljande satt:

Utfallet 1,1 modelleras betingat pa s, a, o och utfallet x, 0,

Utfallet z2,1 modelleras betingat pa s, a, o0 och utfallet ze 0, 21,1

Utfallet 3,1 modelleras betingat pa s, a, o och utfallet xe,0, 1,1, 2,1
® 0.5.V.

De olika metoder som jamfors for att skatta p i dessa fordelningar &r féru-
tom de empiriska skattningarna dven logistisk regression, splineregression,
lassoregression och random forest. Vi finner att en modell dér beroendet
till kategorivariablerna modelleras med logistisk regression och beroendet
till alder modelleras med kubiska spline ar ett bra alternativ.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: mail@carlssonanders.se. Handledare: Mathias Lindholm.
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1 Inledning

Den hér uppsatsen kommer att studera delar av den s.k. Pensionsmodellen
som anvands av Pensionsmyndigheten. Pensionsmodellen anvinds for att mo-
dellera inkomst- och premiepensions-systemets ekonomiska stéllning genom
att simulera framtida utfall.

1.1 Det allminna pensionssystemet

Det svenska allménna pensionssystemet omfattar alla som arbetar och beta-
lar skatt i Sverige, se [4] s. 16. Sa ldnge en individs arbetsinkomst &verstiger
ett troskelvarde pa 42,3 procent av ett inkomstbasbelopp rédknas alla inkoms-
ter under intjénandetaket pa 8,09 inkomstbasbelopp in i det s.k. pensionsun-
derlaget. Alla som jobbar oavsett alder tjanar in till allmén pension, dven de
som borjat ta ut pensionen. Pa pensionsunderlaget betalas 18,5 procent in i
premier (kallas for pensionsrdtter i den allménna pensionen) till det allmén-
na pensionssystemet via arbetsavgifter och den allmédnna pensionsavgiften.
Av dessa pengar gar 16 procent till inkomstpensionen och 2,5 procent till
premiepensionen. Utover inkomstgrundad pension finns dven ett grundskydd
i form av garantipension, bostadstillagg och aldreférsorjningsstod som inte
grundar sig pa individens tidigare inkomster utan har som syfte att ge en
rimlig lagsta niva av levnadsstandard for de med légre inkomster.

1.2 Premiepensionen

Premiepensionssystemet liknar i hog grad en vanlig premiebestdmd pensions-
forsakring. Inséttningarna sétts i de fonder som individen valt eller i ett for-
valsalternativ. Nar individen véljer att ta ut sin pension rédknas manadsbe-
loppet ut som pensionskapitalet (kallas &ven pensionsbehallningen) dividerat
med ett s.k. delningstal och 12. Delningstalet beror pa den forvintade livs-
langden och dven pa diskonteringsrantan som kallas forskottsrianta, se [4] s.
96. I premiepensionen ar det alltsd individen som sparar ihop till sin egen
pension och pengarna éronmérks for individen, samma kapital anvinds sedan
till pensionsutbetalningar. Ett sadant system kallas for fonderat da det hela
tiden finns placeringstillgangar som técker upp den skuld som pensionssyste-
met i nagon mening har mot individen.



1.3 Inkomstpensionen

Inkomstpensionssystemet ér ett s.k. Pay-As-You-Go-system som i huvudsak
ar icke-fonderat. Det innebér att de pengar som betalas in visserligen skrivs
upp pa ett individuellt konto men sjilva pengarna sparas inte for individens
rakning utan anviands for att betala ut pensioner till dagens pensionérer.
Kontobehallning forrantas med hjalp av s.k. inkomstindexering vilket ar ett
medelvirde for hur den arbetande befolkningens inkomster forandras. Efter
att individen gatt i pension maste det finnas en ny arbetande befolkning som
star for de pengar som behovs till pensionsutbetalningarna individen har tja-
nat in. I det svenska inkomstpensionssystemet finns dock s.k. buffertfonder
for att balansera skillnaden i storlek mellan de olika arskullarna. Precis som
i ett fonderat system finns en balansrikning som ska ge en bild 6ver syste-
mets finansiella stillning, se [4] s. 102. Skuldsidan bestar av summan av det
som finns pa individernas pensionskonton hos de som &r férvarvsaktiva, SA,
och skulden till dagens pensionérer, SP. Pa tillgangssidan finns dels buffert-
fonder, BF' men den storsta tillgangen &r den sa kallade avgiftstillgangen,
AT, vilket ar en uppskattning av de framtida inbetalningarna till systemet
som forvantas goras av den aktiva befolkningen. Kvoten av tillgangar och
skulderna kallas for balanstal:

_ BF+ AT
- SA+SP

Vid slutet av aret 2018 raknades BT ut till:

BT(2018) = 1383 + 8244 9627
5724 + 3441 9165

BT

1.05

dir BF, AT, SA, SP angivits i enheten miljarder kronor. Ar balanstalet un-
der 1 gar systemet in i s.k. balanserings-period vilket innebér att indexeringen
av pensionerna och kontobehallningarna sidnks, de kan till och med minska
nominellt, detta gor att SA + SP minskar och BT stiger, se [4] s. 17. Ef-
tersom talet BT dr nagot som kan sdnka de utgaende pensionerna &ar det
viktigt att analysera. Ett typiskt fonderat system gar att modellera i run-off,
d.v.s. genom att anta att det inte kommer in nagra nya premier. Systemet ska
anda fungera genom att betala ut de innestaende pengarna som pensioner.
Ett icke-fonderat system som inkomstpensionssystemet upphor i nagon me-
ning att fungera om avgifterna skulle upphora, efter att buffertfonderna tagit
slut. Darfor ar det av extra vikt att modellera hur den férvantade strémmen



av framtida avgifter ser ut. Tidshorisonten i prognosen kan egentligen goras
hur lang som helst da nya pensionsavgifter bade gar till att betala ut dagens
pensioner men orsakar ocksa uppbyggande av en ny skuld som framtidens
arbetande befolkning far betala. Pensionsmyndigheten har ett uppdrag att
arligen redovisa inkomstpensions-systemets ekonomiska stéllning och gora
prognoser i tre scenarier, se [4] sidan 49. Ett basscenario dir sa realistis-
ka antaganden som mojligt gors, detta kompletteras med ett pessimistiskt
och ett optimistiskt scenario. Exempel pa orsaker till att inkomstpensionens
balansrakning forsémras ar en svag arbetsmarknad eller lag pensionsalder.

2 Pensionsmodellen

Pensionsmyndigheten har valt att basera sina prognoser pa en modell som i
grunden drivs av bade historisk data pa individniva savél som externa pro-
gnoser pa makroniva. Pensionsmodellen ar skapad av Pensionsmyndigheten,
modellen inklusive alla antagande ar publik och finns utlagd pa Pensions-
myndighetens hemsida, se [6]. Pensionsmodellen simulerar hur befolkningen
tjdnar in och tar ut allmén inkomstgrundad pension for att kunna model-
lera SA,SP, BF och AT i balansrikningen for inkomstpensionen. For att
kunna modellera avgiftstillgangen AT modellerar Pensionsmodellen hur be-
folkningen och dess sammanséttning dndras med tiden. Detta gors genom
att kombinera den data vi har pa individniva vi har fran Pensionsmyndighe-
tens register och kombinera det med externa prognoser for t.ex. arbetsloshet,
dodlighet, in- och utvandring samt prognoser pa t.ex. arbetsloshet. Data vi
har tillgang till ser ut som foljer:

e kon, betecknas s € S = {man, kvinna}
e alder, betecknas a € A ={0,1,...,120}

e grupp av fodelseland, betecknas o € O = {1,...,7} enligt SCB:s defin-
tion om landgrupper:
1. Sverige
2. Norden exkl. Sverige
3. EU exkl. Norden
4. Europa exkl EU



5. Lénder med hég Human Development Index (HDI) exkl Europa
6. Lander med medel HDI exkl Europa
7. Lander med lag HDI exkl Europa

Se vidare i Pensionsmodellens anvindarmanual [5] sidan 23. Utover dessa
har en individ n. st egenskaper som alla antar véardet O eller 1. De olika
egenskaperna ar:

X, =0 <= personer lever

Xy =1 <= har minst ett barn upp till ett ars alder
X3 =1 <= har minst ett barn upp till fyra ars alder
X4 =1 <= har eftergymnasial utbildning

X5 =1 <= intjdnar pensionsritt for barnar

X¢ =1 <= har ett inkomstpensionskapital storre an 0
X7 =1 <= intjénar pensionsritt for studier

Xs = 1 <= har pensionsgrundande inkomst (PGI) fran arbets-
inkomster

X9 = 1 <= intjanar pensionsritt baserat pa sjuk- och aktivitets-
ersattning som grundar sig pa tidigare arbetsinkomster

Xi9p = 1 <= intjanar pensionsratt baserat pa sjuk- och aktivitets-
ersattning som grundar sig pa ett garantibelopp

Xi1 =1 <= intjénar pensionsritt fran ovriga transfereringar
Xi9 =1 <= befinner sig i Sverige
X13 =1 <= har emigrerat till Sverige

X141 =1 <= har borjat ta ut sin inkomstpension



Valet av dessa variabler ses som givet i den har uppsatsen. Den befintliga
metoden anvinder dessa variabler och for att passa in en eventuellt uppdate-
rad metod i Pensionsmodellen ar det praktiskt om vi anvander samma lista
pa variabler. En variabel har inte tagits med i den hér uppsatsen namligen
andel inkomstpension som tas ut, det ar mojligt att ta ut delar av sitt hela
méanadsbeloppet (s.k. partiellt uttag) pa 25, 50 och 75 procent. Utfallet att
variabel X714 = 1 innebér att individen tar ut hela sitt manadsbelopp, andelen
som tar ut en mindre del &n 100 procent ar relativt fa, under 2 procent. Att
ta uppdelning pa olika uttagsnivaer skulle komplicera analysen och forlanga
berdkningstider, men det bedoms som fullt mojligt att t.ex. parametrisera
upp uttagsnivan pa foljande sétt:

e X 5 =1 <= har borjat ta ut 25 procent av sin inkomstpension eller
mer

e X3 =1 <= har borjat ta ut 50 procent av sin inkomstpension eller
mer

e X7 =1 <= har borjat ta ut 75 procent av sin inkomstpension eller
mer

2.1 Notation

Som tidigare ndmnts ses en individs egenskaper som utfall av stokastiska vari-
abler X = {X3, Xy, ..., X,,. }. Eftersom uppsatsen handlar om hur individer
gor overgangar fran en vektor till en annan kommer vi i vissa sammanhang
att specificera tiden ¢ € {0, 1} som subskript till den stokastiska variabeln.
Tiden t = 0 betecknar att vi befinner oss fore en 6vergang och ¢ = 1 beteck-
nar tiden ett dr senare. For att notationen inte ska krocka med subskriptet
som betecknar en enskild egenskap t.ex. X; (som anger huruvida en person
lever eller €j), séitts symbolen e som det vénstra subskriptet ndr man anger
en hel vektor, som i x,; vilket anger ett utfall av en hel vektor vid tiden 1.
Ibland kommer vi att vilja peka ut ett visst specifikt utfall av egenskaper for
en individ, d& anger vi det som ett superskript som i ’. Om en person gor
en overgang fran x|, till a:i'jl kommer vi att forkorta detta som x' — /|
pilen anger att en forflyttning ett ar i tiden sker och darfér utelamnar vi
subskriptet som betecknar tiden. I kapitel 3 kommer vi &ven att ga igenom
de data vi har anviant i den har uppsatsen. Nar vi bendmner utfall som finns
i dessa data kommer vi att ldgga till en parentes kring superskriptet sa som
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i x% Anledningen till att man behdéver skilja pa ett visst utfall wil och ett
utfall i historiska data azsz)l ar p.g.a att alla utfall som vara modeller férutspar
inte nodvéandigtvis har férekommit i data tidigare.

2.2 Pensionsmodellens delar
Pensionsmodellen kan delas upp i tre bestandsdelar:

1. Uppgifter om antal i befolkningen N’;*°. Det som avses dr antalet per-
soner av kon s, alder a och fodelselandgrupp o som har egenskaper som
ges av @’ = (xf,24,..., 2, ).

2. En matris med o6vergangssannolikheter fran tid O till tid 1 i projek-
tionen. Mer formellt en samling sannolikheter som bildar en stationar
markovkedja. Definiera foljande:

pigjmj = P(X°71 = 33{71|X.70 = 337;707 {Sa a, O})
3. Med de tva objekten N7 och p’i? ; kan vi berikna férvintat antal
overgangar (00
5,a,0) | $,a,0 S,a,0
Tm"ﬁmﬂ' T Nwl “Pyisqi
Enligt en metod som beskrivs ndrmare i kapitel 6 kalibreras p>?_ till
p>? och vi far d& ett annat antal forvintade overgangar:

Dypi i

T(Svavo) — Nsv_avo . ~5,a,0
wl

xi—sxl * xi—x]

I kalibreringen &r man ute efter en justering av sannolikheterna som

gor sa att
(S7A7O) _ ~(S7a70)
RX’“%/W - z : TmlﬁmJ (1)
s€S,acA,0€0,
zie Xk gicX!

For specifika delméngder S € S, A C A, O C O och X%, X7 C Q.

S,A,0 . o . P
Talen Rﬁvk% Xl) ges fran externa prognoser pa hur manga som ska ga fran

méngden av vektorer av egenskaper X* till en annan mingd X' for vissa
kombinationer av s, a, 0. Det kan t.ex vara att man vill justera modellen for
informationen om att SCB:s prognos séger att 1640 mén boende i Sverige i
aldern 90 forvantas att avlida ar 2025. Kaliberingen gors for att framskriv-
ningen ska vara konsistent med prognoser fran SCB 6ver antal fédda, déda,
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inflyttade samt prognoser pa arbetsloshet fran Konjunkturinsitutet. Om man
inte hade lagt pa nagra restriktioner nar man gor projektionen hade det va-
rit en stationdr markovkedja d.v.s. alla sannolikheter hade varit bestandiga
over tid. Vi vet inte hur vara sannolikheter kommer att &ndras over tid pa
mikroniva men vi har tillgang till externa prognoser fran t.ex. SCB och kon-
junkturinstitutet. Det géller alltsa att dndra de sannolikheter som réknats ut
fran individdata sa att de passar med prognoser som &r pa makroniva. Det
finns flera losningar pa ett sadant problem . I den har uppsatsen kommer vi
argumentera for en variant som &r foljsam for de externa prognoserna samti-
digt som det i nagon mening inte paverkar de andra samband som foljer av de
modeller som skattats for évergangssannolikheter, se kapitel 6. Det ar sedan
dessa Overgangssannolikheter som anviands for att skriva fram befolkningen
enligt:

NG 1) = Y0 TR ) (2)

x' €y

Har har vi lagt till ett argument ¢ som kan anta artal 2019, 2020, . ... Detta
eftersom vi skriver fram modellen i tiden.

2.3 Typer av inkomster

Till varje kombination av s, a, 0, ' — &’/ ordnas pensionsinkomster uppdelat
pa:

e Inkomst fran anstillning (PGII)

e Inkomst fran sjuk och aktivitetsersdttning, baserat pa garantibelopp
(SAPGB)

e Inkomst fran sjuk och aktivitetsersattning, baserat pa tidigare inkomst

(SAPGI)
e Pensionsritt for barnar (BGPB)
e Pensionsritt for studier (PGBSTUD)
e Pensionsratt for ovriga transfereringar

Pensionsratt ar den allménna pensionens ord for premie. Metoden som ordnar
inkomster till dessa 6vergangar ar inte nagot som tas upp i den héar uppsatsen.
Modellen skriver inte fram individerna var for sig utan grupperar ihop dem
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utifran dess egenskaper. Aggregeringen pa grupper gors dels for att resultatet
inte ska bli kénslig information, men &ven av prestandaskil. Att gruppera
ihop individerna till grupper av méanniskor gor att vi inte kan ta hansyn till
en individs historia utan endast till den information som finns vid det senaste
tidssteget.

3 Data

For att skapa de 6vergangsmatriser som Pensionsmodellen anvinder behovs
individdata, dessa ldggs inte ut pa hemsidan. Individdata kommer fran Pen-
sionsmyndighetens datalager som i sin tur far data fran Pensionsmyndighe-
tens egna register men &ven fran SCB, Forsdkringskassan och Skatteverket.
Befolkningen som modelleras &r dels alla som finns i svenska folkbokféringen
men &ven alla som nagonsin tjdnat in inkomstgrundad pension i Sverige. Vi
betecknar de ng stycken observationerna som

d® — {S(i), a0 x %’ m.z)l}

for © = 1,...,n4. En observation beskriver en individ som gor en Gvergang
over ett ar i tiden. I vart dataset ar ngy = 9.7 miljoner och antalet distinkta
observationer pa @’ dr 1289 till antalet. De egenskaper som utgor @i, dr valda
pa grund av att de paverkar inkomstbildningen hos en person. I figurerna 6,
7...,16, visas hur stor andel av befolkningen som har en viss egenskap. I dessa
figurer har endast befolkningen fédda och boende i Sverige ar 2013 anvénts.
Man kan konstatera att vissa variabler har ett beroende till alder som ser ut
att vara kontinuerligt och ha ett enda maximum, detta géller t.ex. for barn
och pensionsrétt for studier. For variabeln transfereringar ser det ut att finnas
tva maximum. For andra kurvor ser man att det finns diskreta hopp t.ex.
for kurvan som visar huruvida man har borjat ta ut sin inkomstpension eller
ej. Detta beror pa att regelsystemet sidger att man inte kan ta ut sin pension
innan man fyllt 61 ar. Pa samma sétt sdger reglerna att man inte kan fa sjuk-
och aktivitetsersiattning efter 65 ars alder. Samtidigt ar det en stor andel som
har denna erséttning innan pensioneringen vilket gor att man ser en abrupt
nedgang. Det kommer visa sig att ett sitt att hantera dessa oregelbundna
beroenden till alder &r att anpassa kubiska splines till data.
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har har ej

PGII PGII

har
barn 0-4 ar

har ej
barn 0-4 ar

Figur 1: Overgangar mellan att ha eller inte PGII och att ha eller inte ha
barn i aldern 0-4, dér 6vergangarna sker oberoende av varandra

3.1 Beroende mellan overgangar

Innan vi gar vidare behover vi tydligare definiera vad vi menar med overgang-
ar mellan olika tillstand. Det finns flera satt att betrakta dessa overgangar,
antingen utgar vi ifran att 6vergangarna mellan de olika egenskaperna &r
oberoende eller beroende av varandra. Om vi som exempel betraktar de tva
egenskaperna har PGII (har pensionsgrundande inkomst fran arbete) och
har barn © aldern 0-4 dr kan vi betrakta ett schema som illustrerar skillnad
mellan oberoende (se figur 1) eller beroende (se figur 2) nér vi betraktar
dessa egenskaper.

Om man véljer att se processen som att de tva egenskaperna tillsammans
utgor ett tillstand och att Gvergangarna sker beroende av varandra ser sche-
mat over Gvergangarna ut som i figur 2. Fran varje tillstand ar det alltsa
mojligt att gora en Gvergang till tre andra tillstand eller att stanna kvar i
samma tillstand. Vi betecknar i det hér exemplet har PGII som Xg = 1 och
har barn i aldern 0-4 dar som X3 = 1. Om vi exempelvis ser pa Overgangen
fran (X3, Xs0) = (0,0) till (X351, Xs1) = (1,0), ar fragestallningen huruvida
sannolikheten kan skrivas som en produkt enligt:
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har PGII har PGII

har ej barn 0-4 ar barn 0-4 ar
har ej PGII ‘ har ej PGII

har ej barn 0-4 ar har barn 0-4 ar

Figur 2: Overgangar mellan att ha eller inte PGII och att ha eller inte ha
barn i aldern 0-4, dér 6vergangarna sker beroende av varandra

P(X31=1,X51 =0|X39=0,Xg0=0)
; P(X3’1 - ]_|X370 - 07X8’0 - 0) . P(X&l - 0|X3,0 - O,X&O - 0)

3.2 Pearson Y’-test

Ett séitt att testa oberoende #r att anvinde ett Pearson y?-test. Hir foljer
ett exempel dér vi har betingat pa att kon ar kvinna, fodelseland &ar Sverige
och att aldern ar mellan 30 och 40 ar. De andra x-variablerna vid tiden 0 ar
valda sa att vi far den vanligaste kombinationen som finns i data. Vi studerar
nu hur z-variablerna X3, ="har barn ¢ daldern 0-4" och Xg; ="har PGII"
samspelar vid tiden ¢ = 1. Pearsons y>-test ger ett p-viirde pa nirmare 1 och
darfor inga indikationer pa att man skulle kunna forkasta nollhypotesen som
ar att de tva variablerna ar oberoende. Nollhypotesen dr samma sak som att
fordelningen for tva variabler kan skrivas som en produkt enligt dessa som
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X31 Xg1=0 Xg;=1
0 687 60347
1 10 840

ovan. Om vi istéllet undersoker kombinationen X3 ; = "har barn i daldern 0-4"
och X111 ="har transfereringar (forutom sjuk- och aktivitetsersattning)" ger
x2-testet ett viirde néra 0. Det ér alltsd betydligt vanligare att ha transfere-
ringar om man har barn &n annars. Detta ar naturligt da férédldrapenning &ar

Xg1 Xuai=0 Xpa=1
0 46231 14803
1 466 384

pensionsgrundande och ingar i tranfereringar.

3.3 Uppdelning i traningsdata och testdata

For att kunna jamfora formagan for de olika modellerna att gora predik-
tion kommer vi att dela upp dataméngden i tva, en for att trdna modellerna
och en for att testa modellernas prediktionsférmaga. Vi har valt uppdelning
att 70 procent av data ar trédningsdata och resterande i 30 procent test-
data. Formellt betecknas samtliga dataobservationer {d, ... d™}. Tri-
ningsdatamangden utgors av M .= {d},cz  och testdatamingden av
Mrest = {d(i)}ieztest déar Ziest och Zies ar tva disjunkta méngder av mot-
svarande index. Det finns givetvis andra mojliga tdnkbara uppdelningar &n
70/30, men det har inte undersokts vidare i den hir uppsatsen.

3.4 Korsvalidering

Malet med att sétta upp dessa modeller ar for att kunna gora sa bra pre-
diktioner som mojligt pa nytt data som inte anvints tidigare. Vi anviander
s.k. korsvalidering for att skatta prediktionsfelet, se sidan 241 i [3]. I den hér
uppsatsen gors korsvalidering sa att vi delar in M i K st lika stora delar.
Utfor foljande, for varje k =1,2,..., K

1. Vélj ut alla data som inte finns i grupp k£ och skatta den aktuella
modellen pa dessa data
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2. Prediktera utfall for data som finns i grupp £ med modellen fran punkt
1

3. Rikna ut skattningen av felet for skattningarna i punkt 2. I denna
uppsats gors det med residual deviance (se kapitel 7.1) eller med matt
for felklassifikation (se kapitel 7.4)

Typiskt sett gors processen om for varje viarde pa nagon tuning-parameter.
I fallet med lasso-regression &r tuning-parametern \, sa éven i fallet med att
anpassa en kubiska spline. Korsvalidering gar att géra med K sa stort som
antal data-punkter. I [3] s. 243 anges att ett K mellan 5 och 10 oftast dr lamp-
ligt. I den hér uppsatsen har K = 3 anvéints. Anledningen &r framst p.g.a.
de redan ganska langa kortiderna pa datorn som anvéndes for att gora be-
rakningarna. Korsvalideringen gjordes efter 70/30-uppdelningen som ndmns
i kapitel 7. Korsvalideringen gjordes for att vélja tuning-parametrar.

Traningsdata

N
v

k=1 k=2 k=3 Testdata

Figur 3: Data delas upp i M ;ain 0ch Miest. Mirain delas upp i ytterligare tre
delar vid korsvalideringen nar A ska véljas for lasso eller spline-regression
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4 Teori

Det som studeras i den hér uppsatsen ar att skatta de sannolikheter som anger
hur befolkningen &ndrar egenskaper. Detta kan ses som att befolkningen gor
overgangar mellan olika tillstand. Dessa tillstand utgors av egenskaper eller
kombinationer av egenskaper.

4.1 Dodlighet hanteras separat

Vi héavdade tidigare att man i princip kan réra sig fran vilken vektor a:i’o
till vilken vektor :cil som helst. Ett undantag ar nar det géller egenskapen
X1 = Xgsq, nar X7 = 1 géller att X, = 0 for alla £ # 1. Man skulle
kunna tdnka sig att om en person dor under ett ar sa kan den fortfarande ha
ett intjanande under den delen av aret da individen levde, men i modellen
har man sen tidigare gjort den forenklingen att det inte ar mdjligt. Vi kan
generellt skriva:

P(Xl :$1,...,Xne :l'ne):P(Xlzl)'P(XQZ.TQ,...,Xne = Tn,

X1:1>

+P(X1:0)'p<X2:x2,...,Xne:.fL'ne

X1:O)

Nar vi undersoker overgangar mellan andra tillstand som inte har att gora
med dodlighet antar vi hddanefter att vi har betingat pa X; = 0 d.v.s. att
personen lever, bade i tiden 0 och 1.

4.2 Metod for att ta hansyn till beroende

De tester som gjorts i kapitel 3.2 indikerar att vissa utfall for x;; ar be-
roende andra utfall z;; vid samma tidpunkt. Om man inte tar hansyn till
beroende skulle vi kunna gora regression pa alla variabler zj; var for sig
och endast ta hansyn till s,a,0,®.o. Om man déremot fullstandigt skul-
le se de olika egenskaperna, beroende av varandra skulle det innebéra att
varje kombination av egenskaper wil blir en egen unik kategori. Vi beho-
ver alltsa en modell som i tillrdcklig utstrickning tar hansyn till beroen-
de mellan z-variablerna i tidssteget t men som inte resulterar i en modell
som &r Overparametriserad. Ett alternativ ar att gora logistisk regression i
en bestdmd ordning. Alltsa att man forst gor regression for x;, baserat pa
5,a,0,T1,0,%20, ..., Tn, 0 Sedan gor man en regression pa xs; dar man beting-
ar pa utfallet av s,a,0,210, 220, ..., Tn,0,T11. Att detta inte medfér nagot
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sarskilt antagande kommer av grundlidggande sannolikhetslédra, betrakta den
simultana fordelningen for X, Xy, Xj:

P(Xl :.IlmXQ:xQ,Xg:[Bg)

:P(Xl:.Tl)'P(XQZxQﬂngl'g‘Xl:.Tl)
:P<X1 :CCl)'P(XQIZCQlele)‘P(X3:$3|X2:.CEngllel)

Om vi passar in det i sammanhanget for de modeller som beskrivs i den hér
uppsatsen ska vi dven betinga pa kon, dlder, fodelseland och utfallet av X7 ,
och vi far da:

$8,0 - _ P(X.,l = wj’Xo,O = wi7 S,CL,0> -

Dgi i

e : , : 3
[T P(Xes = o] A (X0 = 2}, Xup = @5, 0,0) ®)
k=1

For att forenkla framover infors notationen

pk\k—l = P<Xk,1 - ]-| ﬂf:_ll {Xl,l - "L‘{,l}’ XO,O = mi7 S, a, O)

Te
P = H(pk|k—1)xivl(1 — Prper) TR

k=1
Det ar alltsa i detta avseende méjligt att dela upp sannolikheterna i produk-
ter av sannolikheter som det gar att anvinda exempelvis logistisk regression
pa. Eftersom vi forvintar oss att det kommer att finnas ett beroende mellan
vissa egenskaper men inte andra kommer antagligen vissa betingade sanno-
likheter att forenklas.

4.3 Ordningen av kateogrivariablerna

Som vi presenterade i ekvation (3) kan man dela upp den simultana for-
delningen i en kedja av betingade sannolikheter. En fraga man kan stilla
sig ar om valet av ordningsfoljd spelar nagon roll fér modellen. Vi kommer
att undersoka detta for fallet med logistisk regression déar vi inte har nag-
ra interaktionstermer mellan olika x-variabler. Sdg att vi har tva variabler
X1, Xs, da kan vi skriva:
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P(Xl:ﬂfl,XQ:.Z'Q):P(Xlle)'P(XQZLEQ‘Xl :l'l) (4)
sa val som
P(Xlle,XQIlQ)IP(XQI.%'Q)'P(Xl :$1‘X2:.T2) (5)

Om man utgar fran ekvation (4) ansétter en logistisk regressionsmodell till
P(X; = ;) far man foljande parameterisering:

logit(P(X1 =1)) = ay,
For variabeln X5 betingar man pa att man vet utfallet av X; och far da:
logit(P(Xs = 11X = 21)) = ag, + 11
Om man utgar fran ekvation (5) istéllet far man:
logit(P(Xs = 1)) = ay,

lOglt<P(X1 = ].|X2 = Ig)) = &ml + 6.%‘2

Lagg maérke till att S-parametern ar den samma i bagge exemplen. I appendix
9.2 visas att detta géller for tva och tre variabler i f6ljd och kan rimligen
generaliseras till ett godtyckligt stort antal. Denna hérledning tar inte hansyn
till s, a, o eller £,y men man kan utga ifran att dessa ingar i a-parametrarna
om vi antar att det inte finns nagra interaktionstermer.

5 Modell

For varje egenskap géller att den har tva utfall, sant/1 eller falskt/0, darfor
ar det lampligt att ansétta en binomialférdelning om man samtidigt antar att
individerna gor dessa 6vergangar oberoende av andra individer. Férdelningen
mellan utfallen sant och falskt forvintas bero i olika utstrackning av alder,
kon, fodelseland men &ven pa vilka andra egenskaper {X;o} som personer
kommer fran innan samt dven de andra egenskaperna {X;} som faststéllts
i tiden 1 som vi betingar pa enligt ekvation (3).
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5.1 Empiriska skattningar

Vi kommer att undersoka traffsikerheten av de empiriska skattningarna savél
som andra parametriserade modeller. De empiriska skattningarna kommer
precis som de andra modellerna skattas pa M . och utviarderas pa Mieg. |
det har kapitlet kommer vi uttrycka den empiriska skattningen mer formellt.
Som utgangspunkt har vi notationen for data {d(m)}, som den uttrycks i
kapitel 3. Vi borjar med att definiera den méangd av data som ska anvéndas
for en enskild skattning, vi borjar med att vélja en egenskap som vi ska skatta
Prjk—1 for. Vi viljer specifika virden pa s,a, 0, e och {21,1,..., 2411} som
vi betingar pa och kallar dessa for s, a’, o, azi,o respektive {xil’l, e >$271,1}~
Vi véljer ut méngden AN av alla datapunkter som har dessa virden, dvs:

Nige—1 = {Vd™[s™ = 57 ™ = o' o™ = o' 23 = @b ) = {a = 21}

Vi kallar antalet observationer for

Npfk—1 := FANkjk—1} (6)

Vi definierar Vy—1 C Nk|k_1 som de datapunkter som gav ett resultat pa 1
for den aktuella egenskapen med index k:

och antalet i denna dataméangd
Yklk—1 = #{yldkfl} (7)

Den empiriska skattningen blir déarfor:

Yk|k—1

Prlk—1 =
Nklk—1

Ett antagande i den hédr uppsatsen ar att yx—; dr binomialfordelad:

Yk|k—1 ™~ Bin(nk|k—lapkz\k—1)

Dér pyr—1 dr en parameter vi forsoker skatta som ér okind. Vi har olika
Yk|k—1 och nyp_1 beroende pa olika s,a,0 men for att undvika allt for om-
standlig notation i det har kapitlet forenklas notationen pa detta satt. Nar vi
har att gora med binomialférdelningen kan man visa att en logit-lank enligt
logit(p) = log (ﬁ) pa manga satt ar en praktisk linkfunktion. Det hade
aven gatt att experimentera med andra lankfunktioner &n logit men det har
utldmnats i denna uppsats.
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5.1.1 Empriska skattning pa M"2i® och Mtest

Generellt skattas modellerna pa M™" och prediktionsformagan testas pa
Mt De empiriska skattningarna gjorda pa M betraktar vi som vart facit
nar vi ska berdkna tréaffsdkerheten. Det kan forekomma fall dar uppdelningen
mellan M och M'" gor att ett exempel pa s, a,0, Teg, {T11,.-.,Tk-11}
finns i M'"" men inte i M alltsé att N1 = &, ddr Ny—1 definie-
ras som i kapitel 5.1. Detta gor att modellen inte har nagon ren empirisk
skattning for denna héndelse. Alltsa, hade man baserat sin modell endast pa
empiriska skattningar, som alla varit baserade pa ekvation (8) ar vi inte sikra
pa att vi kommer ha skattningar for alla fall som kan forekomma i Mt
Detta hanteras med tva olika metoder:

e Utoka Nk|k_1 sa att mangden blir storre. Hér listas en succesiv utok-
ning. Om Ny,_1 = @ utokar man till en punkt lingre ned pé denna
lista 1 ordning:

Nij—1 1= {VdM™]s™) = s’ o™ = g, o™ = of ZII.O =}

Nijp—1 := {¥dM™ s = s oM = g o™ = o'}

Nk|]€—1 = {Vd(m)|5(m) = Si’a/(m) = ai}

Nklk—l = {Vd(m)‘s(m) = Si}

Nijp—1 := {vd™}

A

Notera att nar man och utokar ./\/'k|k,1 utokas aven Vyr—1.

e Basera skattningen pa modellen som anvénder sig av MLE + spline, se
kapitel 7.4 och kapitel 5.4.

5.2 Logistisk regression

Den nédmnda logit-lanken tillsammans med ett helt linjart uttryck kallas for
logistisk regression som vi tidigare namnt. Generellt ser uttrycket ut som
foljer:

p
logit(p) = Bo + > _ B
i=1

I det har fallet ar alla x-variabler kategorivariabler utom en, ndmligen alder.
Ett sétt att hantera beroende till alder ar att dela in aldern i olika intervall
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sa att man ddrmed transformerar den till en katogorivariabel. Processen att
valja hur uppdelningen av alder ska goras i olika intervall bedémdes dock
vara allt for tidskrédvande for att vara ett rimligt alternativ. Lagg dartill att
denna process maste upprepas for alla n. stycken variabler. Som ett forsta
steg valdes att skapa en ny x-variabel som sattes lika med a?. Uttrycket blir
da med vara parametrar:

logit(prik—1) = Box + Z B + Z B an + Z B I (
(9)
+ Z Bl rlgln[ ) 4 aﬁage ﬁage

Dér I(-) ar indikatorfunktionen. Anledningen till vart val av beroendet mot
alder var att om man tittar i figurerna 6, 7...,16, ser det ut som om fore-
komster av olika egenskaper antingen toppar under en viss tid i livet eller
antingen Okar eller avtar hela livet. Det &r inte sa vanligt forekommande
med flera lokala maxima i graferna. Diagrammen ska dock inte tolkas som
att de ar grunden till beroenden till alder, diagrammen &r gjorda for alla
kombinationer av de 6vriga xz-variablerna och visar alltsa inte beroendet till
alder dér allt annat &ar lika. Vi kommer att se att den hér anpassningen till
alder inte ger sa bra prediktioner som andra modeller, den har metoden ar
mer som en forsta ansats. Vi kommer ocksa att prova att parametrisera om
koefficienterna for aldern a som om det vore en kategorivariabel pa foljande
satt:

Ne k—1
gt (pu-r) = fo+ DA 0 + 3o + Z B (s
=1

120

+Zﬁl“gml +Zﬁlgel (a=1)

(10)

5.2.1 Maximum Likelihood-skattning och deviance

For att skatta parametrarna i ekvation (9) anvinds maximum likelihood esti-
mation (MLE). MLE innebér att man véljer de parametrar som maximerar
likelihooden L. Likelihooden for en binomialférdelning definieras

N |k— _
E(pk:\k:—1|yk:\k—1> = (yk|k 1) (pklk_l)yk\k—l(]_ _ pklk—l)nk\k’—l Yklk—1
-1
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Dar ngjp—1 och ygr—1 definieras enligt ekvation (6) resp (7). Da var modell
ar en logistisk regression dar pk|k,1\yk|k,1 beror pa ett antal S-parametrar
kan vi skriva L(pgr—1|Yee—1) = L{Bp}|Ykjk—1). Att maximera likelihooden
ar samma som att maximera log-likelihooden:

n _
log(L(prk—1|yrjp—1)) = log <( i 1)>+ykk1 log(prir—1)+(nkr—1—Yrie—1) log(1—prjx—1)

Yk|k—1

Vi passar pa att definiera deviance-funktionen som é&r ett matt pa avstand
mellan den empiriska modellen py,—1 enligt ekvation (8) och en annan model
Prjk—1- Om vi sétter in pyp—; skattade fran den empiriska empiriska model-
len enligt ekvation (8) i £ har vi den allra hogsta likelihooden som gar att
fa fram utifran data och var modell. Deviance méter avstandet fran denna
likelihooden logaritmerad enligt:

D(y, prjr—1) = —2(log(L(Prjk—1|Yrik—1)) — log(L(Prjk—1|Yrir—1))) (11)

I fallet med logistisk regression har vi en samling [-parametrar, darfér kan
vi skriva D(yk|k71a]§kz|kz71) = D(yk|k717 {Bp})

5.3 Lasso

Lasso-regression ar en teknik dar man utgar fran MLE, men minskar koeffi-
cienternas storlek genom att ldgga till ett villkor om att summan av koeffi-
cienterna inte far overstiga ett tal v. Genom att prova olika varden pa detta
~ undersoker man om begransningen resulterar i en modell med béttre pre-
diktionsforméaga &n vid MLE, se 2] sidan sidan 1. Vid lasso-regression kan
aven vissa koefficienter komma att séttas till 0. Lasso-regression utférs genom
maximera likelihooden L£({8,}|yxx—1) under villkoret att > |8, <~ dér
ar en tuning-parameter, se |2| sidan sidan 23. R-paketet glmnet som anvindes
i den hér uppsatsen utfor lasso-regression genom att lagga till strafftermen
A, 18y| till deviance-funktionen:

A(F) = Dlyue—1, {Bo}) + A D _ 15l

For varje A som anviinds soks de koeffcienter {3, } si att A(f'*%°) minimeras.
Att vilja A gors genom korsvalidering dér modellens prediktiva formaga méts,
se kapitel 3.4 . Lasso-regressionen forutsétter att regressionsvariablerna har
standardiserats och koefficienterna har transformerats sa att vi inte har nagot
intercept, se |2] sidan 23.
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5.4 Kubiska spline

Om sambandet knutet till alder inte uppenbart foljer en linjar eller an-
dragradsfunktion kan det vara farligt att forsoka ansétta ett polynom av
hogre grad, dessa polynom kan medféra numeriska problem och data i ett
omrade kan fa stor paverkan pa hur anpassningen sker i ett helt annat om-
rade, se [1] sidan 101. Ett alternativ till anpassa aldern till ett polynom av
hogre grad ar att utoka GLM-modellen till en s.k. Generell Additativ Modell
(GAM) och anpassa aldern med lokala kubiska polynom som kallas kubiska
splines. En kubisk splinefunktion &r ett antal ihopsatta tredjegradspolynom
som tillsammans bildar en funktion som har en kontinuerlig andra-derivata,
dven i knutpunkterna, se [1| sidan 104. Logit-transformationen blir da:

Ne k—1 2
logit(pik—1) = Bor + Y _ B "wio + Y Bt an + > Bk I(s =1)
=1 =1 =1 (12)

7
+ 58 (0 = 1) + s(a)
=1

Dér s(a) ar en kubisk spline-funktion. En spline funktion s(a) definieras
enligt:
s(a) = pj(a), for u; < a < ujpq

déar

p;(a) = Bjo + Bpa+ Bja®
och

pj(uj) = pj_1(u;), for alla j

Pi(u;) = pj_ (uy), for alla j

p;-'(uj) = p;.’_l(uj),fér alla j
Utifran u;-vérdena (som sétts till de punkter det finns a-vérden for) séks pa-
rametrarna till tredjegradspolynomen sa att den resulterande skattningen har
bést prediktionsformaga med hjélp av korsvalidering, likt metoden for lasso-
regression. Skattningen kommer delas upp och goras i tva delar, en del for att
anpassa de z-variabler som ar kategorivariabler och den delen som ska anpas-
sas med hjélp av spline. Det gors med en s.k. back fitting-algortim vilket in-

nebér innebér att vi behover ta fram tva deviance-funktioner utfran skattning
av sannolikheten i ekvation (12). En deviance-funktion D**(y, { 85 }[{ 5P })
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dar vi ser koefficienterna for spline-funktionen, betecknade {,szhne}, som
givna och som halls konstanta da vi soker {ﬁ;asso}. Den andra deviance-
funktionen betecknas D¥ine(y, {gspine}|{gkat1) och for den géller att vi hél-
ler B;at—parametrarna konstanta nar soker skattningar péa {6;pline}. Det som
ska minimeras for att hitta de sokta parametrarna &r foljande for kategori-
variablerna:

A = D= (g (AP + Naso Y15 (13)
p
samt foljande for variabeln alder:

A(fSphne> _ Dspline(y7 {6zs)pline}|{ﬁgat}> + /\Sphne/ max (SN(.T»QCZZE (14)

Anpassningen sker genom s.k. back-fitting, enligt féljande:

1. Anpassa en lasso-modell genom att minimera (13). Den optimala -
parametern hittas genom korsvalidering enligt kapitel 3.4.

2. Anpassa en modell dér vi har en kubisk spline fér beroendet till alder
genom att minimera 14 utifran de parametrar som togs fram i steg 1

3. Upprepa steg 1 och 2 tills parametrarna ser ut att ha konvergerat

I de modeller som dér vi anvinder MLE foér kategorivariablerna sétter vi
A = 0. Spline-anpassningarna visas i figur 17 till 30. Kurvornas utseende vi-
sar att det ar svart att ansétta ett enda polynom for att fa bra passform da
sambandet ar sa pass oregelbundet. Om man jamfér med figurerna 6 till 16
som visar andelen som har respektive egenskap i befolkningen ser man att det
ar ganska stor skillnad pa dessa figurer. Det beror pa att splineanpassningen
ar gjord utifran att effekterna som har att géra med alla de andra katego-
rivariablerna redan dr omhéndertagna. Spline-figurerna visar alltsa effekten
av aldern givet allt annat lika. Det gor inte figur 6 till 16, dessa visar endast
andelen i befolkningen med dessa egenskaper, utan att ta hansyn till andra
faktorer som kan paverka forutom alder.

5.5 Logistisk regression med interaktioner

I uttrycken som ges i kapitel 7.4 och 5.3 innehaller inga interaktioner av
typen logit(prjk—1) = -+ + To2%0300,23 + - - ., alltsa sadana termer dér fler
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an en enda z-variabel forekommer. I utvirderingen av modellerna kommer
vi dven att prova att lagga till dessa typer av beroenden. Nar vi skriver in-
teraktionstermer av andra ordningen menar vi sadana dar exakt tva stycken
x-variabler forekommer, nér vi skriver interaktionstermer av tredje ordning-
en menar vi sadana dar exakt tre stycken z-variabler férekommer. Av nagon
anledning lyckades inte berikningen av MLE med interaktionstermer, be-
rakningarna hade svart att konvergera. Daremot genomfordes berédkningarna
vid lasso-regression utan problem, iaf for med interaktionstermer av andra
graden. Berdkningar av modeller som inneholl interaktionstermer av tredje
graden lyckades i vissa fall, men inte alla. Berdkningarna tog helt enkelt for
lang tid, ibland 6ver 8 timmar utan att bli fardiga.

5.6 Random Forest

Som ett komplement till de logistiska modellerna testar vi &ven modellen Ran-
dom Forest som &r en typ av tradmodell, se [3| sidan 587. Generellt i denna
uppsats har vi modeller som predikterar utfall for variabeln x;; och som
forklarande regressionsvariabler har vi s, a,0, e, 211, ..., 21, tillgdngli-
ga. En trddmodell dr en algoritm som rekursivt delar in data i halvor for
en z-variabel i taget. Innan vi gar vidare och beskriver algoritmen beho-
ver vi parametrisera om variabeln o. Vi kodar om o fran o € {1,...,7} till
o1,...,07 € {0,1} for att pa sa sitt hantera att o ar en variabel dér virdena
inte har nagon ordinalitet. Kalla antalet regressionsvariablerna som kommer
anvindas Ngp := 2+ 7+ n. + (k — 1) dér 2:an star for de tva variabler-
na s och a och T:an star for oq,...,07;. Kalla dessa regressionvariabler for
T = (i’l, PN ,Zi’NRF), dar 531 = S,i’g = CL,J~73 = 0, @ = T1,05,--- "%NRF:xk—l,N
detta underlattar notationen senare. Den data vi har tillgang till for att skatta
modellen dr M™% se 3.3. En tridmodell delar in M®3" i disjunkta omréa-
den M M dér prediktionen for pri—y ar ¢; for alla ¥ € M,
En Random Forest-modell &r en metod for att sdtta ihop B st trdadmodel-
ler till en enda modell genom att ta medelvirdet av dess prediktioner. For
b=1,2,..., B och triningsdata som har ng., = #{M""} antal observa-
tioner sker foljande:

1. Dra ett urval M"" ay storlek ngam med aterliggning fran Main,

2. Skapa ett beslutstrdd genom att:
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(a) Dra ett utval av storlek ngr = avrunda(y/Ngr) utan aterliggning
fran de tillgingliga regressionsvariablerna & ur M, Kalla dessa
~C

. .. ~C _ ~C
variabler for 2¢ = aT,..., 2,

(b) Hitta det i € {1,...,ngr} och det j € {1,..., Nain} SOM mini-
merar summan av Mis-classification error (MCE):

MCE(Ry(i,5)) + MCE(Ry(i, j))

dar

och dar

dér ¢(R) 1 var modell ar det virde pa z; € {0,1} som dr vanligast
forekommande i omradet R:

c(R) = arg max(#]{x};,l € R|x§€’1 =x})

Om #{Ri(i,7)} > 1, bérja om fran punkt 2a med Mn .=
R1(i,7), pa samma sétt for Ry(i, j).

Néar man byggt upp B st beslutstrad tar man medelvirdet av dess klassifi-
ceringar ¢(R) for att fa prediktionen. Ju fler trad man bygger desto béttre
tenderar skattningarna att bli. I figur 4 ser vi hur MCE sjunker ju fler trad
vi tar med. Tyvéarr gick inte R-paket randomForest att berdkna for fler &n
30-40 trad da hela M,.;n anvandes p.g.a. datorns begransningar i kapacitet.
For att kunna jamfora hur Random Forest presterade da man anpassar fler
trad gjordes en anpassning till ett urval pa en tiondel av dataméngden ihop
med jamforelser for tva andra modeller, resultaten syns i figur 57 till 62.
Det mindre urvalet gjordes for att datorkapaciteten skulle riacka till. Dessa
figurer visar att Random Forest tycks ha ungefar samma prediktionsformaga
som de tva andra modellerna da vi anpassar 100 trad. I figur 4 och 5 visas
hur prediktionsfelet sjunker ju fler trdd som anpassas och det ser ut som att
prediktionsfelet inte gar ner sa mycket efter att antalet trad har overstigit
30. Hur figurerna hade sett ut om hela M2 hade anviints i berikningen
gar forstas inte helt att forutse.
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Random forest, sannolikhet att ha PGII
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Figur 4: MCE minskar ju fler trad som anvénds i en Random Forest. Figuren
visar modellen 6ver sannolikheten att ha PGII.

Random forest, sannolikheten att avlida
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Figur 5: Figuren visar MCE for modellen 6ver sannolikheten att avlida.
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5.7 Skattade parametrar med logistisk regression

I tabell 5.7 listas alla viarden pa p-parametrarna da man anvinder den ked-
ja av betingningar som beskrivits genom ekvation (3) och anvénder lasso-
regression. Man ska lésa tabellen som att man gor regression for de variabler
som star som kolumnrubriker. Exempelvis den forsta variabeln "har barn
upp till ett dars dlder” beror pa alla variabler vid tiden 0, alltsa tiden fore
overgangen. Nésta variabel "har barn upp till aldern fyra ar"” beror pa den
nyss ndmnda samt alla variabler i tiden 0 o.s.v. I den héar tabellen uteldamnas
variabeln "har avlidit" eftersom den hanteras separat enligt det som beskri-
vits i kapitel 4.1. I tabellen uteldmnas kon, alder och fodelseland &ven de i
sjalva verket dr med i modellen. Eftersom lasso-regression anvénts har vissa
[-parametrar krympts till noll, detta ger en indikation pa att det inte finns
nagot beroende. Om man tar som exempel, variabeln PGII som betyder "har
pensionsratt fran arbetsinkomst” har ett beroende motsvarande ett S-viarde
pa 4.17 fér om man hade PGII aret innan. Det finns ocksa ett svagt posi-
tivt samband med om personen var boende i Sverige aret innan. Vi betingar
alltsa inte pa huruvida personen ar i Sverige vid tiden 1 eftersom det ligger
langre fram i kedjan av betingningar. Om man istéllet betraktar variabeln
bor i Sverige” vid tiden 1 har den en samvariation med "har PGII" i tiden 1
som ar av storleken 2.74. Vi kan konstatera att metoden med en kedja av be-
tingningar fungerar sa tillvida att det &r en forhallandevis automatisk metod
som ser till att de beroenden som finns tas med i modellen och beroenden
som &r svagare eller icke existerande ser ut att reduceras till en S-parameter
med vardet 0.
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6 Kalibrering av sannolikheter

Som vi tidigare ndmnt anvénds de olika regressionsmodellerna for att skapa
en uppséttning p’"° , som anger sannolikheten att ga fran ett tillstand till
ett annat mellan tiden 0 och tiden 1. Anvénder man modellen med dessa
sannolikheter far man en stationdr markovkedja. Det som 6nskas i Pensions-
modellen dr sannolikheter som &dndras i takt med de externa prognoser som

vi vill ska styra utfallet framéat i tiden. I ekvation (1) star det att vi vill hitta

ett p° (1) sa att
(S"A"O) JR— ~(S7a70)
RXkﬁXl - z : Tmi—m:j
SES,a€A,0€0,
zieXxk xicxl

Som ett exempel siger SCB:s befolkningsprognos fran 2018 att 1 640 méan
kommer avlida vid 90 ars alder ar 2025. Med vara beteckningar blir det

S ={man}, A= {90}, 0 ={1,2,..,7}
Xi = {vwk|wﬁsver = 17 wl]zor i Sverige — 1}
X = (Yol = 0}

RS9 (1) = 1640

Eftersom RS9)(t) och N>*°(t) ar givna dr det bara 7" (t) som gar

i XxI k-l

att andra. Det vi gor ar att dela upp p”."° ,(t) enligt ekvation (3). Dérefter

zk !
justeras bestandsdelarna py,—; genom:

kl|lzt—1 = Jfadj (pk|k—la 5)

dar
fagj(p,0) = logit™ (logit(p) + 9)

och —oo < ¢ < oo. Funktionen f.q;() &r vald sa att den kan appliceras pa
alla sannolikheter skilda fran 0 och 1 med samma 0. Om en sannolikhet ar
precis 0 eller 1 motsvaras det av —oo resp +o0o vilket inte gar att justera pa
det viset. Ta som exempel att man vill hoja sannolikheterna, det kan vara
lockande att hoja sannolikheterna med en viss faktor, sdg v, enligt p = p - v.
Det motsvarar i nagon mening att justera linjart pa log-skalan istéllet for
att justera linjart pa logit-skalan. Ett problem med den metoden ar att man
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riskerar att vissa sannolikheter hamna &ver 1. Logit-funktionen &r en mer
praktisk funktion att anvinda eftersom den gor att en sannolikheten p alltid
ar 1 intervallet —oo < p < oco. Att justera med funktionen f,4;() blir samma
sak som att hoja intercept-parametern i den aktuella logit-modellen. For
att veta vilket & som l6ser den aktuella ekvationen behdver man prova sig
fram, t.ex. med Newton-Rapson-metoden tills man hittar ett varde som gor
att differensen till ens malvirde &r inom den tolerans man har bestdmt sig
for. Om man justerar variabeln X, sa att forekomsten av X, = 1 &ndras
kommer utfallet av alla variabler X; dar [ > k att &ndras for vilka det finns
Br # 0. Rent praktiskt dr det alltsa lampligt att borja justera i ordningen
X1, Xo,.... Nar man ar nojd med utfallet av X; = 1 kalibrerar man utfallet
av X9 = 1 o.s.v. Nar man justerar utfallet av X = 1 kan man dock vara
siaker pa att det inte paverkar utfallet av X,, = 1 for m < k. Det ar svart att
argumentera for varfor just detta sétt att justera skulle vara mer lampligt
an nagot annat. Ett argument for denna metod &r att det dr mer naturligt
att justera a-parametrarna én att dndra t.ex. S-parametrarna vilket skulle
andra beroenden mellan de olika utfallen. Andra metoder for att empiriskt
testa hur rimlig denna justering ar har inte undersokts i denna uppsats.

7 Utvardering av modeller

For att jamfora de olika modellerna vill vi utviardera hur bra de ar pa att
prediktera utfall som modellerna inte har anpassats till. Processen sker i tva
steg.

1. Anpassa modellen pa M .in. FoOr lasso, spline och Random Forest sker
detta flera ganger. For lasso och spline sker korsvalidering dér det mest
passande A-vérdet hittas och sedan skattas modellen utefter det. For
lasso och spline-modellerna gors detta utifran mattet binomial devian-
ce, detta ar inbyggt i paketen glmnet som anvéndes for lasso och mgev
som anvandes for splines.

2. Modellen som skattades i punkt 1 anvinds pa data i M. I det hér
ldget kan vi vilja matt pa felet som modellerna ger mera fritt &n vi kan
i de inbyggda funktionerna i glmnet, mgev och randomForest. Vi har
valt att titta pa tre matt med betoning pa det forsta for att utvardera
modellerna.
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(a) Residual deviance, beskrivet i kapitel 7.1. Eftersom lasso och spline-
modellerna har anvant samma matt for att vélja ut den bésta mo-
dellen &r det intressant att utvardera de olika varianterna sida vid
sida da vi anvinder detta matt pa Mes;.

(b) Fel i kronor, hela podngen med modellen &r att modellera vilka
inkomster som kommer in i pensionssystemet och hur folks pen-
sioneringsmonster ser ut. Till detta har vi konstruerat ett matt
som ska ge en uppskattning pa vad felen i skattningarna gor for
skillnad i kronor. Metoden &r beskriven i kapitel 7.2

(c) Mis-classification error (MCE), beskrivet i kapitel 7.4. Vi underso-
ker detta matt darfor att samma matt anvinds da Random Forest-
modellerna skapas.

Teoretiskt skulle man kunna vélja modell i punkt 2 efter nagot annat matt
an de som ar forvalda i R-paketen glmnet och mgev, pa liknande siatt hade
man kunnat utfora partitioneringarna i Random Forest efter ett annat matt
an MCE. Det ar dock inte mojligt att vilja nagot annat i de fardigbyggda
paketen. Om vi hade programmerat vara egna implementationer av lasso-
regression, spline-regression och Random Forest hade vi haft frihet att helt
valja matt men det bedomdes som allt for tidskravande for att rymmas i den
hér uppsatsen. Av den anledningen valdes detta uppldgg dér man gor kor-
svalidering pa en mangd och en slags validering pa en helt annat méangd. Da
kan man i valideringen utviardera modellerna med vilket matt som helst utan
att vara beroende av de R-paketen som valt modellerna. Det &r dock troligt
att det spelar roll for utvirderingen vilket matt som &r valt da modellerna
skattades.

7.1 Residual deviance
Deviance, definierades i kapitel 5.2.1 som:
D(Prjp-1,y) = —2(log(L(Prr—1]y)) — log(L(Prje-1ly)))

= —2(y - log(Prr—1) + (n — y) - log(1 — Prjr—1) (15)
—y - log(Prjp—1) + (n — y) - log(1 — Prjr—1)

Termen (Z) forsvinner eftersom den finns med i bada log-likelihood-termerna.
For att kunna utvéirdera prediktionsformégan skattas pyjx—1 pa Mizain och
Prjk—1 P& Miest. Nar D(Prje—1,y) ska berdknas ér y himtat fran Mye. Om

34



en skattning py—; blir exakt O eller 1 tillsammans med y > 0 respektive
y = 0 ar deviance-mattet odefinierat. Det ar rent teoretiskt inget problem
nar vi har logit-modeller dér py,—; aldrig riktigt blir exakt 0 eller 1. Daremot
har modellen som bygger rakt av pa empiriska sannolikheter méjlighet att
producera skattningar som &ar exakt O eller 1, det géller &ven i vissa fall for
Random Forest. For att kunna jamfora alla modeller med varandra har vi
darfor valt att sdtta en begriansning pa skattningarna enligt:

logit™(5) , Prk_1 > logit (5
ﬁk\k—l = logltfl(—f)) ,ﬁk“ﬂ—l < logltil(_'S)
Dilk—1 , annars

Dir logit™!(z) = li’;ig”()x). I diagram med udda nummer 31, 33, ..., 55 syns
skattningarna av residual deviance baserat pa testdata. I figurer med jimna
nummer 32 till 56 ser vi felen utrdknade i ekonomiska termer utifran det vi

kommer beskriva i nista kapitel, 7.2.

7.2 Fel 1 kronor

Vi paminner oss om att Pensionsmodellens syfte ar att prognostisera pen-
sionsinkomster och &ven pensionsutbetalningar. Pensionsutbetalningarna ar
helt regelstyrda utifran individens pensionskapital och alder, inkomsterna
som ligger till grund for pensionsriatterna dr daremot slumpméssiga och det
ar darfor vi intresserar oss for att bygga modeller for dem. Hittills har vi
inte undersokt vilken skillnad de olika modellerna gor i ekonomiska termer,
vi har enbart studerat hur antalet i M, avviker fran det som vi erhaller
fran modellernas prediktioner. Berdkningen av residual deviance pa Mgt
ger en fingervisning om hur tréaffsikra modellerna ar, vi vill dock komplet-
tera med ett matt som séger hur mycket modellernas felmarginal paverkar i
pengar. Mer specifikt betraktar vi en individ eller en grupp av individer som

delar samma s, a, 0, e 0,211, .., Tr-1,1 och ser hur stora inkomster my_;
de far. Subskriptet k|k — 1 i myp—1 betyder att vi precis som férut beting-
ar pa s,a,0,Te0,T1,1,.--,Tkp—1,1. Utifran detta beraknas inkomsten my—;

uppdelat pa utfallet pa variabeln zj,; enligt:

Melk—1 2= D11k oe—1 + (L = Dije—1) 1o k-1

Dér 1y, k-1 betecknar inkomsterna for de fall da z;; = 1 och g p—1 be-
tecknar de inkomsterna da x; = 0. Skattningarna prjx—1, Mg k—1, Mk, k-1 ar
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frdn Miest. Vi definierar nu skattningen dar vi har bytt ut pyjx—1 mot pyjp_1:

Melk—1 = D=1k k=1 + (1 — Dije—1) Mo k-1

Dér ppjr—1 ar berdknat pa Miain och prr—1 pd Miesi. Detta blir grunden i
hur vi berdknar felet i ekonomiska termer da vi berdknar differensen mellan
de olika skattningarna av myy_;:

Migll—1 — Mlk—1 = Dij—1Mky -1 + (1 — Drje—1) 1o k-1
—(Prfr—17y =1 + (1 = Prejp—1) Mg |k—1) (16)

= (Drik—1 — Drlk—1) (Mg -1 — Mgl—1)

Mattet for avvikelse valdes till en kvadratsumma. Det finns andra matt pa
avvikelser men detta bedémdes som ett rimligt sadant, andra typer av matt
har inte testats i den har uppsatsen. Nar vi berdknat denna residualkvadrat-
summa skalas den med antalet personer n och vi tar roten ur for att ha ett
matt dir man eventuellt kan fa en uppfattning av felet pa samma skala som
de ursprungliga avvikelserna. Kalla detta matt for €, vilket alltsa berédknas
enligt:

2
> ((ﬁk\kq — Difr—1) (M k-1 — mk@kq))

€ 1=
n
Summering gors over alla s, a, 0, e, 11, .., ZTp—1,1. Detta varde visas i dia-
gram med jdmna nummer 32, 34, ..., 56.

7.3 Klassificeringsfel

I R-paketet randomForest byggs traden upp efter att man rdknat ut hur
manga xj -varden som &r i majoritet i en viss méngd R, se kapitel 5.6. En-
ligt [3]| sidan 309 finns flera matt som man kan anvinda for att utvirdera
en skattning &r och som dérmed kan anvinds for att bestdmma vid vilken
punkt man ska géra uppdelningen i halvor vid skapande av en Random Fo-
rest. Forutom mis-classification error (MCE) ndmns &ven Gini-koefficent och
deviance. Det hade varit intressant att vélja deviance-mattet som matt for
att dela upp beslutstradet eftersom samma matt anvénds i korsvalideringen
i R-paketen som gor lasso- och spline-regression. I den har uppsatsen har vi
dock inte lyckats dndra sa att R-paketet som anviandes delade upp R efter de-
viance istéllet for MCE. Detta skulle kunna vara en nackdel ndr man jamfor
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prediktionsformagan for Random Forest-modellerna eftersom vi i huvudsak
anvander residual deviance for att jamfora modellerna. Vi har dock beréknat
miss-classification error pa ett stickprov pa en tiondel av den totala data-
méangden, stéllt in antalet trad till 100 och jamfért Random Forest-modellen
med lasso + spline-modellen samt modellen déar empiriska sannolikheter har
anvants i kombination med MLE+spline. Resultatet i figurerna 57, 59 och 61
visar att modellerna har overlag ganska lika prediktionsformaga dven da vi
utviarderar dem med mis-classification error vilket borde vara mer till fordel
for Random Forest modellen eftersom partitionerna som ligger till grund for
modellen ar gjorda efter detta matt.

7.4 Jamforelse av modeller

Om man granskar diagram med udda nummer 31, 33, ..., 55 som innehaller
skattningarna av residual deviance baserat pa testdata och i figurer med
jamna nummer 32 till 56 ser vi felen i ekonomiska termer. De modeller som
jamfors &r:

e MLE: logistisk regression med beroendet till alder i form av ett an-
dragradspolynom enligt kapitel .

e Lasso med dlder: logistisk regression med beroendet till alder i form av
ett andragradspolynom enligt kapitel 5.3.

e Lasso + spline: logistisk lasso-regression med beroendet till alder i form
av en kubisk splinefunktion enligt kapitel 5.4.

o Lasso + spline 2: logistisk lasso-regression med beroendet till alder i
form av en kubisk splinefunktion. Till kategorivariablerna har interak-
tion av andra ordningen lagts till enligt kapitel 5.5.

e Lasso + spline 3: logistisk lasso-regression med beroendet till alder i
form av en kubisk splinefunktion. Till kateogrivariablerna har inter-
aktion av tredje ordningen lagts till enligt kapitel 5.5. Denna modell
visade sig sa tunga att berdkna att den har inte anpassats for alla k i
K 1.

o Empiriska skattningar: Empiriska skattningar enligt kapitel 5.1. I de fall
da modellen behover producera en skattning pa en overgang som inte
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fanns i observationerna i M., utvidgades skattningen enligt schemat
ilista 5.1.1.

o Empiriska skattningar + MLE +spline: Empiriska skattningar enligt
kapitel 5.1. I de fall da modellen behdéver producera en skattning pa en
overgang som inte fanns i observationerna i My, anvindes en MLE
+ spline-modell.

e Random Forest: Random Forest-modell med 30 st triad enligt kapitel
5.6. Vi hade helst gjort en Random Forest-modell med fler trad &n
sa, men det visade sig att datorn inte rackte till. Vi undersckte &dven
prediktionsformagan da ett urval pa en tiondel anvindes. Resultatet
visas i figurerna 57 till 62.

Nér vi granskar resultatet ser man for det forsta att det ar svart att utse en
tydlig vinnare. Foljande modeller ger liknande prediktionsférmaga 6verlag:

e MLE + spline

e Lasso + spline

e Lasso med interaktioner + spline

e Den empiriska modellen + MLE + spline.

Vilken man viljer av dessa beror pa hur man prioriterar saker som model-
lens enkelhet, en praktiskt struktur och berdkningstider da modellerna ska
skattas.
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8 Diskussion

Vi har gjort numeriska utvirderingar av nagra olika parametriska modeller
inklusive den med maximalt antal parametrar, som vi kallar den empiriska
modellen. Ett skil som talar emot modellen som har helt empiriska skatt-
ningar ar att det ibland dyker upp exempel pa data som den inte sett forut
nar den ska anviandas pa nytt data. De logistiska modellerna déaremot har
fordelen att de i kan producera prediktioner dven i exempel pa Gvergangar
som inte fanns med i historiska data. Vidare féredras en modell som ger en
bra prediktiva férmaga parat med en sa enkel struktur som méojligt. Om man
ska forsoka jamfora den prediktiva formagan hos modellerna som jamfors gar
det inte att se nagot tydligt svar pa vilken av modellerna som &ar bast i al-
la situationer. Foljande modeller uppvisar de basta resultaten pa prediktiv
féormaga:

e MLE + spline
e Lasso + spline
e Lasso med interaktioner + spline

e Den empiriska modellen + MLE + spline (for de fall dir den empiriska
modellen inte kan ge nagon prediktion).

Det gar forstas att vélja olika typer av modeller for olika variabler. T.ex. ger
lasso-modellen dar aldern modelleras som en kategori-variabel bra resultat
nar det géller sannolikheten att gi i pension (se figur 55), men inte i sa
hog utstrackning for de andra az-variablerna. Det kan bero pa att det finns
en hard 61-arsgrians inbyggd i pensionssystemet (se figur 16), det gar inte
att ta ut sin inkomstpension innan man fyllt 61 ar. Spline-funktionerna som
har en mer kontinuerlig karaktar ser ut att ge samre resultat vid prediktion
for denna z-variabel. En idé &r att utover spline-funktionen lagga till en
indikatorvariabel for att ha uppnatt aldern 61 ar och kanske dven ytterligare
en indikatorvariabel for att ha uppnatt 65 ars alder vilket &r en annan gréns
i pensionssystemet. Det kanske skulle kunna ge modellen méjlighet att ta
hénsyn till en troskel som &r diskret och inte nagon sliat funktion. Vi ser
det som en férdel om samma typ av modell kan véljas till alla z-variablerna.
Mest for overskadlighetens skull men dven for att det blir enklare i t.ex.
en situation da man vill programmera om allt i ett nytt programsprak. Av
dessa skil tycker jag att MLE + spline ar det rimligaste alternativet. Nar
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man ser till prediktionsformagan dr denna modell aldrig det alternativ som
ger lagst uppskattat fel, men néstan alltid bland de battre och en av de
enklare modellerna i sin uppbyggnad bland de som jamfors. Det gar &ven
att undersoka parametrarna for att dra slutsatser som finns om beroende
mellan z-variablerna vilket kan vara av intresse. Ytterligare en fordel ar att
det skulle kunna ga att justera parametrarna manuellt i modellerna foér att
hantera vissa problem som kan uppsta t.ex. p.g.a. bristande datakvalitet.

9 Appendix

9.1 Diagram

9.1.1 Forekomster av egenskaper i data
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Barn

40.0%
o =~ Kvinnor
2
< == Méan

20.0%

0.0%

20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 6: Andel av befolkningen, uppdelat pa kén och alder, som har barn
upp till ett ars alder.

Pensionsratt for barnar

40.0%
30.0%
[} = Kvinnor
0,
'8 20.0% )
< == Méan
10.0%
0.0%
20 30 40 50 60 70 80

Alder

Figur 7: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har pen-
sionsratt for barnar. Pensionsrétt dr detsamma som premie. Pensionsriatten
tillfaller i regel den fordlder som hade lagst inkomst innan barnet féddes.
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Inkomstpensionsbehallning

100%

75%

== Kvinnor
50%

Andel
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25%

0%

20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 8: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har ett
inkomstpensionskapital.

Pensionsratt for studier

40.0%

30.0%

o) = Kvinnor
©
C ..
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10.0%
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20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 9: Andel av befolkningen, uppdelat pa kén och alder, som har pen-
sionsratt for studier.
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Arbetsinkomster

75.0%
g 50 0% =~ Kvinnor
c .
< == Man

25.0%

0.0%

20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 10: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har pen-
sionsratt fran arbetsinkomster.

Sjuk- och aktivitetsersattning fran tidigare inkomst

20.0%
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g =~ Kvinnor
c .
< 10.0% == Man

5.0%

0.0%

20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 11: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har pen-
sionsratt fran sjuk- och aktivitetsersattning baserat pa tidigare inkomst.
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Sjuk- och aktivitetsersattning, garantibelopp

20.0%

15.0%
g == Kvinnor
E 10.0% = = Man
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0.0%

20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 12: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har pen-
sionsrétt fran sjuk- och aktivitetsersdttning baserat garantibelopp.

Transfereringar
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40.0% == Kvinnor

Andel

== Man
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20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 13: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har pen-
sionsratt fran andra transfereringar dn sjuk- och aktivitetserséittning.
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Eftergymnasial utbildning

60.0%
__ 40.0%
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Alder

Figur 14: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har en
eftergymnasial utbildning.

Immigrerade
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3.50%

3.00% == Kvinnor

Andel
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2.50%

2.00%

1.50%

20 30 40 50 60 70 80
Alder

Figur 15: Andel av befolkningen (fodda i Sverige), uppdelat pa kon och alder,
som har immigrerat tillbaka till Sverige.
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Pensionarer

100% -
' 4
4
’
]
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0% ------------------------- /
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Alder

Figur 16: Andel av befolkningen, uppdelat pa kon och alder, som har borjat
ta ut sin inkomstpension. Nastan alla pensionérer har tjanat in till inkomst-
pension i nagon utstriackning. Foér de som har lag eller ingen inkomstpension

finns garantipension och bostadstillagg.
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9.1.2 Anpassning av spline-funktion
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Dédlighet

logit(p)

75 100
Alder

Figur 17: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Barn mellan 0 och 1 ars alder

logit(p)

Alder

Figur 18: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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Barn mellan 0 och 4 Ars alder

logit(p)

20 40 60
Alder

Figur 19: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Pensionsratt for barnar

logit(p)

20 30 40 50 60
Alder

Figur 20: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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Har inkomstpensionskapital

logit(p)

Alder

Figur 21: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Pensionsratt for studier

logit(p)

20 30 40 50
Alder

Figur 22: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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Pensionsratt fran arbetsinkomster

0.8

0.4

logit(p)

0.0

Alder

Figur 23: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Pensionsritt fran sjuk- och aktivitetsersidttning baserat pa
tidigare arbetsinkomster

logit(p)

20 30 40 50 60
Alder

Figur 24: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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Pensionsritt fran sjuk- och aktivitetsersdttning baserat pa
garantibelopp

logit(p)

20 30 40 50 60
Alder

Figur 25: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Pensionsritt fran 6vriga transfereringar

logit(p)

Alder

Figur 26: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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Har eftergymnasial utbildning

logit(p)

Alder

Figur 27: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Bor i Sverige

0.3

0.0

logit(p)

-0.3

Alder

Figur 28: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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Har immigrerat

0.4

0.0

logit(p)

-0.4

Alder

Figur 29: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression

Har borjat ta ut sin inkomstpension

-10

logit(p)

-20

60 65 70 75
Alder

Figur 30: Anpassning av kubisk splinefunktion till aldern (a) da effekten av
kategorivariablerna modellerats med logistisk regression
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9.1.3 Uppskattning av fel
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Sannolikhet att ha barn upp till ett ars alder
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Sannolikhet att ha barn upp till fyra ars alder
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Figur 35:
eps PGII fran sannolikhet att ha barn upp till fyra ars alder
100000
75000
8 50000
o
b I I I I
0

MLE + Lasso Lasso+ Lasso+ Lasso+ Empiriska Random Empiriska
spline med spline  spline 2 spline 3 skattningar forest skattningar+
alder MLE +
spline

Figur 36:
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Sannolikhet att ha pensionsritt for barnar
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Figur 37:
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Figur 38:

59



Residual deviance
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Sannolikhet att ha pensionsritt for studier
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Sannolikhet att ha arbetsinkomster
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Figur 44:
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Sannolikhet att ha sjuk- eller aktivitetsersiattning baserat pa
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Figur 47:

eps PGII fran att ha sjuk- eller aktivitetsersidttning baserat pa
garantibelopp

100000

75000

a 50000
(3]
25000
0 L& ________®& _______§ N ] —

MLE MLE + Lasso Lasso+ Lasso+ Lasso+ Empiriska Random Empiriska
spline med spline  spline 2 spline 3 skattningar forest skattningar+
alder MLE +
spline

Figur 48:

64



Sannolikhet att ha ovriga transfereringar
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Figur 50:
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Sannolikhet att ha en eftergymnasial utbildning
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Figur 51:
eps PGII fran att ha en eftergymnasial utbildning
100000
75000
8 50000
o
25000
0
MLE MLE + Lasso Lasso+ Lasso+ Lasso+ Empiriska Random Empiriska
spline med spline  spline 2 spline 3 skattningar forest skattningar+
alder MLE +
spline
Figur 52:
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Sannolikhet att ha ta ut sin pension
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Figur 55: Vi ser att den logistiska modellen dér alder a ar parametriserad
som en kategorivariabel ger lagst fel. Detta kan bero pa att det finns en hard
grans i regelsystemet vid 61 ars alder vilket t.ex. kubiska splinefunktioner
har svarare att anpassa sig till.
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Figur 56: Vi ser att den logistiska modellen dér alder a ar parametriserad
som en kategorivariabel ger lagst fel. Detta kan bero pa att det finns en hard
grans i regelsystemet vid 61 ars alder vilket t.ex. kubiska splinefunktioner
har svarare att anpassa sig till.
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MCE, sannolikhet att avlida
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Figur 57: Ett urval pa en tiondel av dataméngden gjordes for att kunna be-
rakna Random Forest, da dessa berdkningar kraschade nar hela dataméangden
anvindes. De andra modellerna i grafen ar berdknade pa samma urval

residual deviance, sannolikhet att avlida
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Figur 58: Ett urval pa en tiondel av dataméngden gjordes for att kunna be-
rakna Random Forest, da dessa berdkningar kraschade nar hela dataméngden
anviandes. De andra modellerna i grafen ar berdknade pa samma urval
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MCE, sannolikhet att ha PGII
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Figur 59: Ett urval pa en tiondel av dataméngden gjordes for att kunna be-
rakna Random Forest, da dessa berdkningar kraschade nar hela dataméangden
anvindes. De andra modellerna i grafen ar berdknade pa samma urval

residual deviance, sannolikhet att ha PGII
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Figur 60: Ett urval pa en tiondel av dataméngden gjordes for att kunna be-
rakna Random Forest, da dessa berdkningar kraschade nar hela dataméngden
anviandes. De andra modellerna i grafen ar berdknade pa samma urval
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MCE, sannolikhet att ha transfereringar
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Figur 61: Ett urval pa en tiondel av dataméngden gjordes for att kunna be-
rakna Random Forest, da dessa berdkningar kraschade nar hela dataméangden
anvindes. De andra modellerna i grafen ar berdknade pa samma urval

residual deviance, sannolikhet att ha transfereringar
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Figur 62: Ett urval pa en tiondel av dataméngden gjordes for att kunna be-
rakna Random Forest, da dessa berdkningar kraschade nar hela dataméngden
anviandes. De andra modellerna i grafen ar berdknade pa samma urval
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9.2 Omskrivning av parameterisering logit /multinomial
P(Xl = l’l,XQ = .I'Q) = P(X1 = .I'l> . P(XQ = $2‘X1 = .fL'l) (17)

Detta kan visas vara en multinomial férdelning med fyra nivaer. En parame-
terisering av en multinomial férdelning har féljande utseende:

ﬂ'.
log(=2) = 5 18
0g . a; + ; Bijx (18)
Om man sétter parametrarna for modellen for X; och X5|X; i hogerledet i
ekvation (17) far man:

_ exp(ayry) . exp(aars + fr122) _
1 +exp(a1) 1+ exp(ag+ Br1)

p(Xl = 33'1) . P(Xz = x2]X1 = .I’l)

exp(a121 + asxs + fr129)
1+ exp(ay) + exp(ag + Sx1) + exp(o + g + 1)

I det hér ldget har vi en variabel x; i ndmnaren, vilket vi maste hantera om
vi vill skriva detta uttryck pa formen som féljer av parameteriseringen i (18).
Vi ansétter en ny parameter A,, som logaritmen av kvoten mellan de tva
mojliga ndmnarna:

1+ exp(ayq) + exp(as + B) + exp(ag + ag + 5))

A, =1lo (
! & 1+ exp(ay) + exp(as) + exp(a; + a2)
Detta gor att vi kan skriva

exp(a121 + asxs + Br129)
1 4 exp(ay) + exp(ag + fz1) + exp(o + g + 1)

exp(a11 + aoxs + fr172)/exp(Ay, x1)
(14 exp(a) + exp(ag + Bz1) + exp(aq + ag + Bz1))/exp(A,, x1)
exp(a11 + aoxs + fr172)/exp(Ay, x1)
1+ exp(a) + exp(as) + exp(ag + az)

exp(on 2y + oz + friwy — Ap 1)
1 + exp(aq) + exp(as) + exp(ag + o)

exp((a — Ag,))xy + agzy + frixs)
1+ exp(ay) + exp(aq) + exp(a; + az)
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Vi ansétter en ny parameter &; := oy — A,, och kan da skriva:

_ exp(ay 21 + aoxy + fr172)
1+ exp(a) + exp(as) + exp(a; + az)

P(X1 = $1,X2 = .1'2)

Vidare, eftersom vi sdker en form sa att:
ZZP(Xl = xli,Xg = xzj) =1
T1i T2

kan vi alltsa skriva:

P(X, =21, Xy = x5) = exp(a1z1 + aoxs + fr122)
1 ne ’ lei ngj exp(dlxli + a2x2j + 5x1i.11:2j)

Om vi introducerar ytterligare en variabel X3 och soker den simultana san-
nolikheten for:
P(X) =1, Xy = 29, X3 = 13) =

P(Xl = 131) . P(XQ = .I‘Q‘Xl = .’13‘1) . P(Xg = .CL’3|X2 = l’g,Xl = 131)
och vi anvénder ordinér logistisk regression for sannolikheten P(X5 = x3| Xy =
x9, X1 = x1) far vi:
P(Xl = .Z‘l,XQ = IL‘Q) . P(X3 = LE’3|X2 = l’Q,Xl = .171) =
exp(a1z1 + aoxs + fr172) . exp(asxs + Ba12321 + P322322)
Zz“ ZIQJ. exp(Q11; + aoaj + fr1ix25) 1+ exp(as + P21 + P3272)

exp(Q 1 + Ty + a3xs + B21271 + B3103%1 + [F3a2372)
h<x17 xZ)

Dar

h(l’l, 1‘2) = ( Z Z eXp(dlxli—i-Ozgxgj—i-ﬂxling)) '<1+eXp(063+5311’1+ﬁ32$2))

T1i X2

Pa analogt sédtt som tidigare:

T3 .__ h<]"x2)
Bl 1= lOg<h(O,x2)

h(0,1)

AT = 10g<
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Da kan vi aterigen omparametrisera intercepten och skriva:

exp(Qi 1 + Qoxe + azxs + Sox1To + Bs12103 + P3222T3)
qu szj ZJ;% exp(Gyx1; + oy + a3 + Pox1;%e; + Ba121:T3, + Paat2jTak)

Dar

6&1 = ONél — A;?

och
Qg 1= ap — AP

Vi far alltsa paramterisera om a; dnnu en gang. Slutsatsen &r alltsa att om vi
har en kedja av logitmodeller som inte innehaller nagra interaktionstermer,
ar [J-parametrarna i nagon mening absoluta, d.v.s. det spelar ingen roll i
vilken ordning som kedjan gar i, S-parametrarna kommer énda bli desamma.
Déremot kommer intercepten i respektive logit-modell paverkas av i vilken
ordning man gor betingningarna.
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