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Sammanfattning

I foreliggande uppsats undersokes, sammanstélles samt vidareutveck-
las professor H. Cramérs kontributioner till assuransmatematiken. Tre
storre omraden identifieras och utgor lejonparten av innehallet:

Forsta delen fokuserar pa dodlighetsstudier och kretsar kring arbe-
tet utfort av Cramér tillsammans med H. Wold for att numeriskt anpas-
sa Makehams formel for att modellera dédlighetsintensiteten. Metoden
appliceras sedan pa ny data for att beskriva dédligheten i Sverige aren
1931 till 2023. Det finnes da en log-linjart avtagande trend i dodlig-
hetsintensiteten under tidsperioden.

Nista kapitel behandlar ruinteori och Cramér—Lundberg-modellen.
En bred teoretisk bakgrund presenteras med framhévd tonvikt pa re-
sultat och analyser som &r sarskilt férknippade med Cramér. Den all-
ménna teorin exemplifieras for fallet med exponentialfordelade skade-
kostnader vilket &ven illustreras empiriskt med hjalp av simulering-
ar. Vidare inkluderas nagra egna resultat rérande forsékringsbolagets
riskreserv samt identifiering och atgérdande av en av Cramér felaktigt
framstalld karakteristisk funktion.

Uppsatsen avslutas med nollpunktsmetoden; en teknik uppfunnen
av Cramér som sedan linge forsvunnit till det obskura. Nollpunkts-
metoden anviandes for att skatta premiereserven for en kombinerad
livsfalls- och dodsfallsforsdkring. Detta genom att variera dédlighets-
antagandet efter tecknet pa den sa kallade risksumman. Metoden in-
korporeras med Thieles differentialekvation och det férevisas hur den
kan tillimpas for att bestdmma en konservativt skattad premie.

Nyckelord: Harald Cramér, assuransmatematik, Makehams formel, Cramér—
Lundberg-modellen, nollpunktsmetoden.

*Postadress: Matematisk statistik, Stockholms universitet, 106 91, Sverige.
E-post: leo.levenius@math.su.se. Handledare: Filip Lindskog.



Abstraet in English

In this essay, Professor H. CraMER’s contributions to actuarial math-
ematics are examined, compiled, and further developed. Three major
areas are identified, forming the core of the content:

The first section focuses on mortality studies and revolves around
the work carried out by Cramer together with H. Wold to numerically
fit Makeham’s formula for modelling the force of mortality. The method
is then applied to new data to describe mortality in Sweden from 1931
to 2023. A log-linearly decreasing trend in the force of mortality is
then observed over this period.

The next chapter explores ruin theory and the Cramér—Lundberg
model. A broad theoretical background is presented, with a particu-
lar focus on results and analyses specifically associated with Cramgr.
The general theory is exemplified in the case of exponentially distribu-
ted claims costs, which is also illustrated empirically using simulations.
Furthermore, some original results are included regarding the insuran-
ce company’s risk reserve, as well as the identification and correction
of an erroneous characteristic function proposed by CraMER.

The essay concludes with the zero-point method; a technique inven-
ted by Cramgr that has long since faded into obscurity. The zero-point
method is used to estimate the premium reserve for a combined life
and death insurance policy by varying the mortality assumption based
on the sign of the so-called risk sum. The method is integrated with
Thiele’s differential equation, demonstrating how it can be applied to
determine a conservatively estimated premium.

Key Words: HaraLp CraMER, actuarial mathematics, Makeham’s for-
mula, Cramér—Lundberg model, zero point method.
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Foretal

Denna uppsats torde tillfyllestgora det sjélfstindiga arbetet svarande
mot trettio hogskolepodng for en filosofie masterexamen i forsékrings-
matematik och diplomerat medlemskap i Svenska Aktuarieféreningen.
Den é&r skrifven vid Matematiska institutionen & Stockholms universi-
tet. Uppsatsen dmnas publikt forsvaras den 9 juni 2025, klockan 12.40
i Cramérrummet, Albanovégen 28, Stockholm.

Forst och framst maste jag be att fa tacka min mentor

Hégdidle Herr Professorn Fiip LINDSKOG

som sedan jag forst kungjorde min idé till detta eljest uppsatsdmne i
mars manad forlidet ar, f6ljt mina upptéckter med synnerligt intresse
samt gifvit rdd och vinkar, exempelvis till motbeviset af Cramgrs ka-
rakteristiska ekvation (3.36) och litteratur kring nollpunktsmetoden;
jamte virdefull korrekturlésning.

Vidare vill jag afligga ett siirdeles varmt tack till mina vénner

Herr Fil. Kandidaten Luciano Eausquiza CasTiLLo
— med sin gemytlighet, chevalereskhet och timlighet; och hvars »dum-
ma fragor» och ifrdgaséttande har sett till att halla mig i schack — samt
Herr Amanuensen JACK ZHAN

— med sin charm, humor och ofattbara intelligens; och hvars séllskap
jag har haft privilegiet att fa dela pa ordkneliga dfventyr. Tack for
Eper ovérderliga hjélp som N1 bistodo med under forfattandet af denna
uppsats; icke minst genom varsina uttommande referentgranskningar.
Men framfor allt, laiten mig det séga, tack for att N1 stidse varo dér
for mig och stodo vid min sida under dessa ar. Det torde hvara tdm-
ligen trivialt att ankomma till konklusionen att detta icke hade hvarit
possibelt forutan Eper — atminstone ej sa frojdefullt.

Slutligen frambéres den vordsammaste af tacksidgelser till

Hans MasestiT KoNUNGEN

for hvilken jag, i djupaste underdanighet, har att fa tacka for mitt ringa
— men med nit och redlighet forvaltade — d&mbete vid detta alltjamt
kungl. universitet som Hans MasesTAts 6dmjuke och trogne amanuens.

Albano pé pingstdagen, anno 2025.
Forfattaren.
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"[CramERr] var en akademiker med enastaende formaga och prestatio-
ner, med ett extraordinért inflytande inom sitt gebit. Han var en gent-
leman i dess finaste bemérkelse, uppkommen ur det allra bésta av en
stark svensk tradition.”

— M. R. Leadbetter s. 96, egen overs. ]

Professor Harald Cramér pa duk av F. Schiildt. Fotografi av original tillhorande
Stockholms universitet.
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Notation och symboler

Utfallsrum

Héndelserum (o-algebra)
Sannolikhetsmatt

Fordelningsfunktion (for X)
Overlevnadsfunktion (for X)

Téthet (for X)
Sannolikhetsgenererande funktion (for X)
Momentgenererande funktion (for X)
Kumulantgenererande funktion (for X)
Karakteristisk funktion (for X)
Indikatorfunktion (av méngd A)
Néstan sékert

(H)vilket skulle bevisas

Dédlighetsintensitet (for z-aring)
Parametrar i Makehams formel
Tid for k:te skadan

Antal skador (vid tid ¢)

Intensitet for skadeprocess
Kostnad for k:te skadan
Kumulativ skadekostnad (vid tid t)
Initialkapital

Aktuariell premie
Sikerhetsmarginal

Riskreserv (vid tid ¢)

Tid mellan k:te skadan och skadan innan
Tid for ruin

Sannolikhet for ruin (med initialkapital u)
Utjamningskoefficient
Premiereserv (vid tid ¢)

Réanta (vid tid ¢)

Engangspremie

Risksumma (vid tid t)

Do6dsforman (vid tid ¢)

Livsforméan (vid tid ¢)
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Kapitel 1

Introduktion

1.1 Bakgrund

Professor H. Cramgr var en av 1900-talets ledande profiler inom matematisk sta-
tistik och assuransmatematik. Han har linge varit en forebild och inspiration for
undertecknad och hans portritt har en given plats p4 mitt kontor. Men jag har
aldrig riktigt varit sa fullt bildad i hans gérningar som jag har onskat. Det &r med
anledning av detta jag har valt just CramER som &mne for min examensuppsats.
Syftet med denna uppsats édr att ordentligt forstd och sammanfatta vad prof-
essor CraMER har inneburit for assuransmatematiken. Efter en litteraturinsamling
identifieras tre storre dmnen som avhandlas i denna uppsats. I [kapitel 2] beskri-
ves CraMERs arbete inom dodlighetsstudier, med sérskilt fokus pd Makehams for-
mel. dr den mest omfattande och fokuserar pd ruinteori och Cramér—
Lundberg-modellen. Slutligen har vi som handlar om den nu nirmast
bortglomda nollpunktsmetoden som anvindes for premieséttning i livforsékring.
Teorin varvas med exempel for att visa hur vil de kan appliceras i praktiken.

1.2 Harald Cramér

CarrL Hararp Cramir foddes den 25 september 1893 i Stockholm, son till bankdi-
rektoren Carl Fredrik Cramér och Emelie Cramérf_-] 1912 péaborjade han studier
inom matematik och kemi vid Stockholms hogskola (dagens Stockholms universi-
tet). Omsider overgav Cramgr det senare &mnet och 1917 promoverades han till
filosofie doktor med en gradualavhandling [7]] om Dirichletserier. Liksom méanga
unga svenska matematiker pa den tiden sokte sig Cramer till forsékringsindustrin.
Efter en kortare period pa Kungl. Forsédkringsinspektionen paborjade han tjinst-
goring som aktuarie; forst hos Svenska livforsédkringsholaget och sedan hos reas-
suransbolaget Sverige. Tiden i forsédkringsbranschen véckte Cramgrs intresse for
omraden som sannolikhets- och ruinteori.

1929 inrittades den forsta professuren i forsdkringsmatematik och matema-
tisk statistik i Sverige vid Stockholms hogskola. CramER, som utdver sitt aktuarie-

LCramér var biade Emelies flick- och dktenskapsnamn.

1



2 1. INTRODUKTION

arbete dven var lektor i matematik pa hogskolan, utnimndes av Kungl. Maj:t till
dess professor. Professuren var 6vervéigande initierad samt finansierad av svens-
ka forsékringsbolag som sag ett behov av ett sddant &mbete. Innan dess var svens-
ka aktuarier fraimst skolade i ren matematik med forsumbara inslag av statistisk
inferens och sannolikhetsteori. Cramir skrev tva betydande larobocker i sannolik-
hetsteori som linge anvindes som kurslitteratur pa institutionen; [19] (kénd bland
studenter som Lilla Cramér) och [18] (Stora Cramer).

CraMER inneholl befattningen i ndrmare tre decennier och fran 1950 kombine-
rade han det med att vara hogskolans rektor. Hans institution sag elever med olika
bakgrunder — ej allenast inom assurans — och under andra vérldskriget agerade
det som en fristad at flera europeiska matematiker. 1958 utsags Cramgr till Sve-
riges universitetskansler och eftertriddes pa posten som professor av sin tidigare
adept d:r U. Grenander. Den 6kade administrerande bordan satte aldrig stopp for
Crawmgrs forskning och dven langt efter sin pension fortsatte han skriva artiklar
och foreldsa runt om i vérlden.

Bland Cramgrs utmérkelser finnes Guymedaljen i guld, franska Hederslegionen
och Kungl. Nordstjarneorden. Han var ledamot av Kungl. Vetenskapsakademi-
en, Ingenjorsvetenskapsakademien och Vetenskaps-Societeten i Uppsala samt de
danska, finska, norska och spanska vetenskapsakademierna, d&vensom hedersleda-
mot av Royal Statistical Society, International Statistical Institute och American
Academy of Arts and Sciences. CramERr utsags till hedersdoktor vid universiteten
i Princeton, Képenhamn, Stockholm (som juris d:r), Helsingfors, Edinburgh, Cal-
cutta och Paris. Vidare var han hedersordforande for Svenska Aktuarieféreningen
(ordforande 1935-1962).

Han gifte sig 1918 med Marta Hansson (1895-1973), dotter till professorn
och statsradet Nils Hansson och Cecilia Hakansson. Tillsammans fick de dottern
Marie-Louise (gift Rasmussen) samt sonerna Thomas och Kim. Cramir dog 92 ar
gammal, den 5 oktober 1985 i Stockholm. Han vilar pa Djursholms begravnings-
plats.

For mer uttommande biografier om Cramgr, se t. ex. [5] av G. Blom och [33]]
av M. R. Leadbetter. For en tillndrmelig sjalvbiografi av CramgRr, se [25]].

1.3 Litteraturoversikt

1.3.1 Sammanfattning av litteratur

Utgangen for litteratursékningen till denna uppsats har varit [6] av G. Blom och
B. Matérn. De har déar sammanstéllt alla Cramgrs artiklar och bocker (s nér som
pa nagra kortare rapporter, bokrecensioner och minnesrunor); 153 till antalet. Vi-
dare har forfattaren hittat ytterligare en artikel av Cramgr om Filip Lundberg
som vetenskaplig forfattare [23]]. Av dessa har femtio stycken verk, skrivna mel-
lan 1919 och 1969, identifierats som att vara av assuransmatematisk karaktér.
(En komplett lista pa dessa finnes i bilagan| till denna uppsats.) Av dem var 28
pa svenska, 18 pa engelska, tre pa tyska samt en pa tjeckiska. Cramir arbetade
for det mesta ensam, men skrev &ven artiklar tillsammans med E. Lundberg, R.
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Palmqvist, I. Sjogren och H. Wold. Tolv artiklar finnes publicerade i sin helhet i
[36]]. Resterande har forfattaren lokaliserat via Stockholms universitetsbibliotek
eller internet.

For att undvika vidlyftighet behandlar vi ej allt som Cramer har bidragit med.
Forfattaren finner istéllet tre assuransmatematiska omraden diar Cramers kontri-
butioner varit av betydande signifikans och som studeras utforligt i denna uppsats;
dodlighetsstudier, ruinteori och nollpunktsmetoden.

1.3.2 Dodlighetsstudier

Det forsta &mnet som avhandlas i denna uppsats dr Cramers arbete inom skattning
och prediktion av dodligheter. 1931 tillkallades Cramer av statsradet D. Hansén
for att tillsammans med sju andra sakkunniga presentera nya dodlighetsmodeller
at Kungl. Maj:t for att anvéndas inom livranteforsdkring. Resultatet presente-
rades ett ar senare i [45]. CramER bedrev sedan tidigare forskning inom dmnet
och publicerade 1926 tva artiklar; [11]] och [26] (den senare tillsammans med R.
Palmqvist och I. Sjogren). Han fortsatte emellertid &ven efter utredningen var fir-
diggjord och publicerade tvé artiklar tillsammans med sin discipel H. Wold; [27]
fran 1934 samt den uttommande Mortality Variations in Sweden [28] aret ddrpa.
Det &r den senare som uteslutande dissekeras i denna uppsats.

1.3.3 Ruinteori

Att forfatta en uppsats om den Crameérska assuransmatematiken vore ej moj-
ligt utan att inkludera ett kapitel om ruinteori. T. Mikosch [38, s. 151] beskrev
Crawmgrs forskning inom omradet som "banbrytande”. Cramirs viktigaste verk tor-
de vara On the Mathematical Theory of Risk [12] fran 1930 samt Collective Risk
Theory [22] fran 1955; bégge publicerade som festskrifter av forsékringsbolaget
Skandia. A. Martin Lof [36, s. v] beskrev de tvenne artiklarna som "pionjéarska-
pande” och "eminenta exempel av [Cramirs] briljanta forklarande stil”. Men dessa
var langt ifran de enda arbetena inom ruinteori av CramgR och litteraturen citerad i
denna uppsats inkluderar &ven [8]], [10], [13], [17], [21], [24]. Ovan ndmnda bok
av Mikosch har ocksa varit av stor betydelse for en modern och pedagogisk fram-
stéllning av CramErs resultat.[Avsnitt 3.2.1|och[3.3.3|i denna uppsats om kumulan-
ter, om karakteristiska funktioner samt om martingaler
tillimpade inom Cramér—Lundberg-modellen &dr enligt forfattarens kinnedom nya
resultat.

Aven om Cramgrs originella forskning var omfattande dr han bist ihagkommen
for att ha populariserat och vidareutvecklat d:r F. Lundbergs texter. Dennes son
0. Lundberg skrev vid Cramirs franfélle i [35} s. 9 (egen overs.)]:

"Utan [CramErs] recension, som innehaller anvindbara forklaringar
pa vanligt matematiskt sprak, ar det tveksamt om Lundbergs arbeten
skulle ha blivit korrekt forstadda.”

F. Lundberg begrénsade sina arbeten till svenska (exklusive en artikel som var pa
tyska) och formulerade sig pa ett synnerlicen egendomligt sitt. Manga samtida
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Ficur 1.1. Professor H. Wold (t. v.) och fil. d:r F. Lundberg (t. h.) i Svensk for-
sikringsmatrikel 1940 [39].

matematiker sokte forsta sig pa hans texter utan framgang. Cramer var emellertid
den forsta att lyckas "dechiffrera” dessa. Géllande Lundbergs 1. Approximerad
framstillning af sannolikhetsfunktionen 11. Aterﬂ)’mdkﬂng af kollektivrisker ||
skrev CRAMER i s. 90]:

”Sedan gammalt har denna avhandling haft ett stadgat rykte om sig for
att vara svarlast, for att inte anvénda ett starkare ord. Fakultetsoppo-
nent vid disputationen var den framstdende matematikern Erik Holm-
gren, och en tradition inom aktuariekretsar forméler att Ivar Fredholm
— en av Sveriges forndmsta matematiker genom tiderna, och till skill-
nad fran Holmgren dven praktiskt verksam som forsikringsmatemati-
ker — skall ha sagt att varken Holmgren eller Fredholm sjéalv begripit
nagot av avhandlingen. ’Vilvilligt bedomd’ blev tydligen forfattaren i
alla fall.”

Crawmgr utvecklade sin syn pa Lundbergs forfattarsétt i $s. 226-227]:

"Det har en gang sagts om en vérldshekant svensk matematiker, att
han som akademisk foredragshéallare i hog grad besatt forméagan att ge
sina ahorare atminstone en illusion av att de forstodo hans framstéll-
ning. Lundberg synes snarare folja den motsatta principen. Han har
en framstaende forméga att ligga dven en ganska enkel matematisk
bevisforing s, att ldsaren far en mycket livlig fornimmelse av att inte
begripa nagonting alls. Det vimlar i hans skrifter av idéer, uppslag,
satser och bevismetoder, stundom mer eller mindre utférda, stundom
blott antyda. Men han synes i fullkomligt extraordinér grad sakna for-
maga eller vilja att framstilla sina tankar pa ett for andra fattbart sétt.
Séllan meddelar han sdlunda annat &n helt knapphéndiga upplysningar
om de forutsidttningar, hans deduktioner utga fran, eller om meningen
med de beteckningar, han infor. Forgives véntar lisaren pa nagra av
dessa sma vérdefulla vinkar i form av randanmérkningar till bevisfo-
ringen, blickar framat och bakat, varigenom en vélvillig forfattare kan
underlitta hans modor; av Lundberg dr i detta avseende foga hjilp att
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forvinta, och kommer verkligen nagon giang ett sadant papekande, s&
kan det stundom vara av en rent orakelméssig svarbegriplighet.”

1.3.4 Nollpunktsmetoden

M. R. Leadbetter [33]], A. Martin-Lof [37]] och B. V. Rao [41]] har alla lyft fram
den sa kallade nollpunktsmetoden for premieséttning som en av CramErs stora
upptéckter. Detta vickte foljaktligen ett intresse hos forfattaren for metoden och
nagot som givetvis skall inkluderas i denna uppsats. Det existerade emellertid ett
aber; det tycktes inte finnas nagra referenser till denna metod, som férblev holjd
i dunkel. "Det tarvar en ndrmare undersokning” tinkte forfattaren for att citera
Cramer [9, s. 174].

Ingendera av de nyssndmnda artiklarna gor ndgon hinvisning till ett enskilt
verk av Cramgr i &mnet. Men efter ett entriget letande har forfattaren identifi-
erat Ulredning och forslag rorande grunder for liv- och pensionsforsikring [16]]
fran 1938 som forsta gangen Cramir behandlar nollpunktsmetodenﬂ Vidare géar
det att hirleda att nollpunktsmetoden ingatt i CramERs undervisning, ty den fore-
kommer som en tentaminafraga i [20] fran 1953 vid Stockholms hogskola. Det
torde séledes vara plausibelt att ytterlicare material finnes, men det har ej kunnat
patréffas.

Aven texter fran andra upphovsmin én Cramgr ar knaper. Forfattaren har i
denna fraga identifierat tidigare namnda [37]] av Martin-Lof fran 1995 samt tva
larobocker fran 1940 respektive 1958 av K. Hultman [31], [32]] som exempel pa
material diar nollpunktsmetoden diskuteras i ndgorlunda detalj. CramER refererade
i forordet av sin egen liarobok [19] till Hultman som motivering till varfor den andra
upplagan ej langre innehéller ndgot material om sannolikhetskalkylens anvéndning
pa assuransmatematik.

1.3.5 Tidigare forskning

Denna uppsats ir till forfattarens vetskap den forsta i sitt slag. Den ndrmaste, bé-
de till namn och innehéll, torde vara Martin-Lofs Harald Cramér and Insurance
Mathematics [37]] fran 1995. Artikeln ger en introduktion till CramErs ruinteori
och nollpunktsmetod, men for det mesta &r matematiken tdmligen begrinsad. Vi-
dare finnes nagra mer nischade artiklar om Cramir. Ett sddant exempel &ar [2] av
E. Badolati och S. Ciccone som behandlar Cramgirs arbete inom ruinteori.

1.4 Négra allminneliga stokastiska kontributioner

Virt att notera att Cramgrs forskning ej enbart var koncentrerad kring assurans-
matematik utan inkluderade en rik flora av matematiska och statistiska omraden.

2Denna rapport dr nu si obskur att den enda offentliga kopian forfattaren dr medveten om finnes
forvarad i ett magasin i Frescati, Stockholm och &r i form av 60 knappt ihopfistade blad formaterad
med skrivmaskin och delvis handritade ekvationer.
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Vissa av dessa kan emellertid ha tillimpningar i assuransmatematik; nagot den-
na uppsats ej utforskar djupare. Istéllet introduceras kortare presentationer éver
nagra av hans kéndare teorem inom sannolikhetsteori och statistisk inferens. Den
intresserade ldsaren kan dérefter forkovra sig i dessa annorstédes.

1.4.1 Cramérs teorem

En av Cramgrs mest betydelsefulla upptéickter dr nedan teorem for stora avvikelser,
forst presenterad i [[15] (sedermera oversatt till engelska i [42]). Nair m. fl. beskrev
teoremet som "ett tredje fundamentalt grinsvirdesteorem, bredvid stora talens lag
och centrala griansvirdesteoremet” |40} s. 73, egen overs.].

Treorem 1.1. Lat X, X,, ... X,, vara oberoende och lika fordelade lattsvans-
ade stokastiska variabler och S,, := 22:1 X,,. Da giller det for a > E[X]]
att
log P
lim 2 (S, > an) _ —sup {at —log E[e™*1]} . (1.1)

n—00 n 7>0

1.4.2 Cramérs dekompositionsteorem

Det var sedan linge ként att summan av tva oberoende normalférdelade variabler
sjalv ar normalfordelad nar P. Lévy ar 1935 formodade att det omvianda ocksa
giller. Detta bevisades aret ddarpa av Cramgr i [[14]. Teoremet i sin helhet uttryckes
nedan.

Trorem 1.2. Lat summan X = X, + X,, dir X, och X, &r oberoende sto-
kastiska variabler, vara normalfordelad. D& giller det att &ven termerna X,
och X, &r normalfordelade.

1.4.3 Cramér—Rao-grinsen

P& 1940-talet introducerade Cramir i [18, kap. 32] en undre gréns for variansen
av en véantevirdesriktig skattning; ndgot som oberoende av CramER dven hérletts
av C. R. Rao. Ett av de kiindaste fallen synes nedan.

Treorem 1.3. Lat X, X,,..., X, vara stokastiska variabler med tdtheten
f(z;0) och 0 vara en vintevirdesriktig skattning av 6. D& giller det att

Var() > (n/: <§0logf(a:;6)>

Inversen av hogerledet i (1.2)) ar kint som Fisherinformationen av 6.

2

—1
f(z;0) dx) i (1.2)
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Vidare undersokte Cramgr dven di (X},),~, ar diskret, villkoren for nér likhet

géller, en allménnare formel dér vi ej antager 6 att vara vintevéirdesriktig samt
fallet da 6 &r multivariat.

1.4.4 Cramér—Slutskys teorem

[ [18, s. 254] presenterade Cramir vad han kallade "ett konvergensteorem”. Gut
betitlar i [30, s. 168] den som Cramérs teorem, men minst lika vanligt dr det att
E. Slutsky krediteras som dess upphovsman. Teoremet i fraga ar som foljer.

Teorem 1.4. Lat X, X,,... och Y},Y,, ... vara sekvenser av stokastiska va-
riabler sddana att

f s
X, — X och Y, —a dd n — oo,

dér X &r en stokastisk variabel och a dr en konstant. Da giiller det att

f
X,+Y, — X+a (1.3)
f
X, Y, — X a (1.4)
X, t X

n

dd n — oo.

f
“Notationerna — svarar mot konvergens i fordelning, d. v.s. F'y (x) — Fx(z) punkt-

vis for alla z siddana att Fx(x) dr kontinuerlig, samt % mot konvergens i sannolikhet,
d.v.s.P(]Y,, —a| >e) > 0forallae >0dan — oo.

1.4.5 Cramér—Wolds teorem

Crawmgr tillsammans med sin doktorandstudent H. Wold kom i [29]] fram till nytank-
ande resultat rorande karakteristiska funktioner for multivariata fordelningar. En
foljd av detta ar Crameér—Wolds teorem som ger ett villkor for att avgora om en
multivariat fordelning konvergerar. Mer specifikt [4} s. 383]:

Teorem 1.5. Lit X,, = (X, 1, X}, 9, ..., X, ) och X = (X, X,, ..., X)) vara
"

multivariata stokastiska variabler. Da géller det att X, — X dd& n — oo,

om och endast om

p p
f
k=1 k=1

for alla (t1,t,,...,t,) € RP.
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kan tolkas som att ifall X, konvergerar i fordelning mot X ar det
ekvivalent med att alla linjira kombinationer av koordinaterna for X,, konvergerar
mot diton av X.



Kapitel 2
Dodlighetsstudier

Att modellera ménniskans dodlighet torde utgora ett av de mest centrala inslag-
en i livforsidkringens teoretiska ramverk. Vare sig utbetalningar sker medan den
forsikrade lever eller till efterlevande vid dennes dod, s& ar det av yttersta vikt
for forsdkringsbolaget att gora en kvalificerad gissning pa vad kostnaden for det
enskilda kontrakt eller hela portféljen kommer att landa pé. I detta kapitel under-
sokes en metod framtagen av Cramir som nyttjar Makehams formel for att skatta
och prediktera dodlighetsintensiteten for olika aldrar och kalenderperioder. Som
grund for sina resultat anviinde Cramir omfattande data over Sveriges befolkning
aren 1800-1930 for aldrarna 30-90 ar.

2.1 Makehams formel

Vi borjar med att introducera vad som asyftas nér vi talar om dodlighetsintensitet.

Dermvition 2.1. Lat X vara en stokastisk variabel definierad pa ett sanno-
likhetsrum (€2, F,P) svarande mot aldern vid en individs dodsfall. For alla
x > 0 betecknar vi dadlighetsintensiteten for en xz-aring som

<
() = lim PIX<z+Az|X >zx)

Az 0 Ax ' (2.1)

En av de kéndaste modellerna for att beskriva dodlighetsintensiteten &r med
Makehams formel

nlx) = a+ e, (2.2)

dir (o, B,c) € R3 vilket skall tolkas som att samtliga parametrar &r positiva.
Antagandet om en exponentiellt viixande dodlighetsintensitet presenterades av B.
Gompertz medan den aldersoberoende termen introducerades av W. Makeham. Det
ar kring Makehams formel som Cramgr tillsammans med H. Wold (héddanefter
beskrivna som Cramir m. fl.) fokuserade sin dodlighetsforskning pa och det ar
siledes fokuset i detta kapitel. Cramir m. fl. [28 s. 171] menade att (for deras
data) ger formeln en "resonabel” anpassning till den sanna dodlighetsintensiteten

9
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for alla aldrar 6ver 30. Forklaringen till felanpassningen pa yngre aldrar skyllde
de pa forekomsten av tuberkulos; ett problem som ej torde vara lika framtridande
i dag, men felet kvarstar likvil pa modern data.

2.1.1 En till oberoende variabel

Det torde vara allmént kiint att dodlighetsintensiteten for exempelvis en i dag 50-
arig svensk man, ej dr densamma som for dito fodd pd 1700-talet. Att dodlig-
hetsintensiteten dndras med kalenderperioderna var ndgot som var noterbart &ven
under 1800- och borjan av 1900-talet ndr CramEr m. fl. studerade angelégenhe-
ten. Denna parametrisering var de emellertid inte forst med, men deras arbete var
rigordsare dn samtida litteratur samtidigt som de utvecklade nya metoder.

Cramir m. fl. presenterade foljande variant av Makehams formel som tager
bade alder = och kalenderperiod ¢ som argument;

w(@,t) = a, + bycy. (2.3)

Observera hur de tre parametrarna enbart &r funktioner av kalenderperiod och ej
alder. I analogi med inkluderade de &ven en motsvarande funktion av alder
och generation 7 =t — x, men det dr emellertid inget som i denna uppsats under-
kastas en ndrmare granskning. De tva parametriseringarna ger inte nédvéndigtvis
snarlika skattningar, men Cramer m. fl. fann ingendera att vara overldgsen [28,
s. 189].

ALDER
90 n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
80 n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
70 n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
60 n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
50 n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
40 n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
30
20
10
1770 1800 1850 1900 1930 1940

Fieur 2.1. Schematisk representation av dodlighet for kalenderperiod och genera-
tion som framstélld av Cramer m. fl. [28, fig. 1], aterskapad i TikZ.

[figur 2.1| synes ett diagram fran deras artikel 6ver hur vi skall tolka p(x,t)
respektive p(x, 7). (Notera att Cramiér m. fl. indelade sin data i femarsintervall
och siledes svarar aret t" mot perioden [t — 2.5,¢" + 2.5) och analogt for aldrar.)
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Ungefér i mitten av figuren har vi 47.5-aringar under kalenderperioden 1837.5.
Den diagonala linjen som passerar genom rutan svarar mot deras generation, vilket
i det hér fallet &r 1790. Nar vi sedan registrerar dodsfall kan detta indelas pa
tva sitt. Antingen rédknas antalet doda 47.5-aringar (och antalet doda for alla
andra aldrar) under perioden 1837.5. Eller sa réknas antalet doda 47.5-aringar
av generation 1790 och for att fa en dversikt 6ver dodligheten i hela generationen
registreras dodsfall fran 1822.5 (da de fyller 30) tills alla dott eller fyllt 90; som
langst kalenderperiod 1877.5. Det forra fallet illustreras i[figur 2.1] med vertikalt
streckade rutor och den senare med horisontellt streckade rutor.

2.1.2 Skattning av parametrar

Den huvudsakliga praktiska utmaningen med Makehams formel torde besta i
att avgora hur parametrarna «, 5 och ¢ lampligast ma skattas. Cramgr m. fl.:s [28,
ss. 172-173] losning var att anvéinda sig av x?-statistikan forst introducerad av
K. Pearson. For bekvimare notation och for att overensstimma med Cramgr m. fl.
utelamnas indexeringen av t fran detta avsnitt, men resultaten &r helt analoga for
(2.3) som (2.2).

Lat n, och d, svara mot antalet z-aringar utsatta for risk respektive som av-
lidit. Vidare later vi fi(x) vara den skattade dodlighetsintensiteten. Da &ar n, ji(x)
en momentskattning pé antalet déda x-aringar. Cramir m. fl. presenterade sedan
anpassningstestet av intresse som

e 3 e = nap@)? 0.0

dar X dr méngden med alla &ldrar = i datamaterialet. Uppgiften nu bestar i att
uttaga parameterskattningar sadana att ji(x) ar l6sningen till

min 2. (2.5)

u(z)e{a+pc®: (a,B,c)eR3}
Att 1osa (2.5) gar i dag relativt smidigt tack vare olika moderna redskap. Men sa
var ej fallet pa 1930-talet; vilket nodgade Cramgr m. fl. att utveckla alternativa
metoder. Det forsta de gjorde var att anvinda lite svart magi och approximera

(2.4) med

2= (d, — Zmu(fc)ﬂ (2.6)

el T

Att minimera %2 beskrev de som "uppenbarligen mycket simplare” édn att minimera

x2. Men framfor allt hivdade Cramir m. fl. att d det ofta giller att d, ~ n u(z)

torde bytet ej innebéra drastiskt skilda virden pa parametrarna i ji(z).
Minimeringsproblemet

- $ (e = (o)’ -

n(@)efatBer: (a,B,00eRd} 7 dg
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ar emellertid fortfarande forenat med avsevirda svarigheter. Nésta forenkling som
Cramir m. fl. gjorde var att fixera ett virde p& ¢ och minimera §* givet detta.

Salunda vill vi istéllet for (2.7)), 16sa

d, —n u(r))?
2: ( p(x))

min ,
u(:c)E{ochﬁcx:(a,,B)Eﬂ?i}mex da:
eller ekvivalent
d — . T 2
min (d, —an, — fe'n,) ) (2.8)
(a,ﬁ)eﬂ?f_ el dm

Losningen till (2.8)) fas av ekvationssystemet dir vi sitter partialderivatorna med
avseende pa « respektive /3 lika med noll:

DI IR ) B S

el T el T reX (29)

0‘2 c‘;ni n BZ CQ;ni _ Zcx”m-

el z el T el

Fran (2.9) erhélles sedan skattningarna
Zx Cmn?v/d:p ’ Z:c Cmnw - Zm Cani/dx ’ Zx Ny
(S, emm2/d,)” = X, n2/d, - 5, ¥ n2/d,
> eng/d,
Sista steget &r att bestimma ¢. For det atervinde Cramir m. fl. [28) ss. 174]

till x2 och (2.4). Givet olika virden c;,c,,... beriknas motsvarande a- och 3-
viirden sidana att vi erhaller 3-tuplarna (ay,, By, ¢, )>1- Vara slutgiltiga paramet-

(2.10)

O

8

(2.11)

rar (&, 3, ¢) fis som losningen till

min (dx — N, — /chnm)2

P x
(a,B,6)€(Qk,BrsCh) k=1 e ang + BC Ty

(2.12)

Cramgr m. fl. hivdade att en sadan 16sning for jamnan existerar, ty om vi illustrerar
de respektive (x7),>; 1 ett diagram med (log,, ci)r=1 som abskissa, sd gir det
ndarmare felfritt att anpassa ett konvext andragradspolynom till det. Slutmodellen
for skattningen av en z-arings dodlighetsintensitet ges saledes av

~

fi(z) = &+ pér.

2.1.3 Momentmetoden

Att komputera summorna i (2.10) och (2.11]) var dock inget trivialt géromal ar
1935, ehuru vi har gjort flera forenklingar. Salunda foreslog Cramer m. fl. [28,
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s. 174] att istillet anvinda en variant av momentmetoden for att skatta o och
B. Skillnaden mellan de tva metodernas skattningar ansag de vara fullstindigt
obetydlig for praktiska &ndaméal”. For momentmetoden &r tidsparametrisering er-
forderlig s vi atergar till (2.3). Motsvarande ekvationssystem till for att

bestdmma &, och 3, uttryckte Cramgr m. fl. som

{aan + BYc™n, = >.d,, 2.13)

ay d mg + B> ¢, =3 ) dy;

vilket fas fran férut nimnda approximation d,, ~ n, u(z) = an,+pBc*n,. Vid forsta
anblick dr tydning av (2.13) ej synbarlig pa grund av bristfillic parametrisering.
Vad Cramir m. fl. emellertid asyftade var

X J—
Oét/ E nx’t/ —|— /Bt’ E Ct/nz’t/ = E da?,t’?

CEEI IL’GI IEGX (2 14)
O/ E E ”:ct + By E E :Cf/nm,t = E E Ay 13
teT xeX teT xeX teT zeXl

déar ¢" dr kalenderperioden vi vill modellera och T svarar mot méngden med alla
perioder ¢ tillgingliga i datan. I sddant fall blir skattningarna

~ z,t " ¢t/ t” T t/xt " x,t’
A _ztzxd Zxc’”n thxc"’cn Zxd
, =
‘ Zt Zm Nyt Zm th’nac,t’ - Zt Zm C;C’nx,t ’ Zm Ny 1 ’
G, — Zm Ay — Qy Zx Mg ¢/
v > ocEng '
r t et

Vad giller ¢, bestimmes den sammalunda som tidigare.

(2.15)

(2.16)

2.1.4 Utjimning av parametrar

Efter att ha skattat samtliga tre parametrar i Makehams formel for alla olika ka-
lenderperioder valde Cramir m. fl. 28] s. 179-184] att utjaimna parametrarna.
Detta har flera fordelar; det motverkar 6veranpassning och gor det mojligt att sé-
vél inter- som extrapolera skattningarna 6ver tiden. Grafisk framstéllning av deras
data gav vid handen att log ¢, viixte utifrdn en logistisk kurva. Upptéckten skilj-
de sig fran tidigare forskning som ej fann en systematisk forédndring i ¢, (jfr [3[] av
F. Bernstein). Vidare antriffade Cramir m. fl. att dven log, , B, foljde en logistisk
kurva — men en avtagande sddan. Som motivering till varfor detta vore rimligt
hianvisade de till faktumet att

log, ,(1(x,t) — a,) = log, B, + xlog, ¢,

torde bringa att de beter sig likartat. Slutligen fann de att o, minskade linjért med
tiden. D& en logistisk kurva stagnerar for stora vérden pa ¢ blir sialedes den lang-
siktiga effekten pa dodlighetsintensiteten att p(x,t) avtager linjart. Hur vil detta
stdmmer overens pa modern data undersokes ndrmare i ndstkommande avsnitt.
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Parametrarna till de logistiska kurvorna skattade Cramgr m. fl. med en orig-
inell metod som nyttjade minsta-kvadrat (se [28, bil. 2]). For o, = r — st utgick
de &nyo till att minimera %2, fast med fljande modifikation

Q ax 2
— TNy + Stng ; — Byci na:,t)
min E E 7 ,

2
(r,s)eRY teT xeX r

dar Bt och ¢, dr de utjimnade logistiska skattningarna vid .

2.2 Dodlighet i Sverige 1931-2023

I detta avsnitt appliceras Cramer m. fl.:s metod for att anpassa Makehams for-
mel for tiden efter deras artikel. Mer specifikt undersokes dodligheten i Sverige
fran ar 1931 till 2023. Datan dr inhdmtad fran Human Mortality Database (se
https://www.mortality.org/). Samma underlag anvéndes av J. Zhan i [44]
déar dodlighetsintensiteten modelleras efter Lee—Carters metod vilken numeriskt
anpassats med artificiella neuronnét och den eminente liasaren som onskar jimfora
de tva metoderna hénvisas dit. Liksom Cramir m. fl. beaktas enbart aldrarna 30
till 90 ar. Daremot indelas aldrar och kalenderperioder i intervall om 1 istéllet for
5 ar d& berdkningarna ej dr noterbart mer resurskrivande.

For att utjimna parametrarna avviker vi fran Cramgr m. fl. och begagnar oss
istéllet av kubiska splinefunktioner som bestimmes med hjélp av generaliserad
korsvalidering. Dels &r det enklare att implementera tack vare fardiga kodpaket,
dels ger det béttre och mindre godtycklig anpassning &n de mer primitiva metoder
som fanns tillgédngliga Cramgr m. fl. Splinefunktioner har dock nackdelen i att de ej
ar menade for extrapolering och forhindrar dirmed oss fran att adekvat prediktera
framtida dodlighet. Problemet l6ses dock enkelt med naturliiga kubiska splinefunk-
tioner som antager linjirt beteende utanfor de yttre gréinserna; ndgot som ocksa
visar sig rimligt for den aktuella datan.

2.2.1 Makehamparametrar
Med bakgrund i skattar vi a,, 8, och ¢, med hjilp av x? for al-

la heltalsvéirden ¢t € [1931,2023]. Dérefter utjimnas skattningarna med kubiska
splinefunktioner. I enlighet med Cramgr m. fl. anpassar vi splinefunktionerna mot
log, , B; respektive log, ' c,. Resultaten synes ilfigurer 2.2/-2.4]

Vad giller «, beter den sig till en borjan precis som Cramir m. fl. predikterade;
ndmligen den avtager linjirt, bade for mén och for kvinnor. Detta fortgar till ¢t ~
1960 dér den sedermera stannar i vérde lite 6ver noll. For mén finnes det ocksa att
Cramgr m. fl.:s prediktion att log 8, och log, ¢, torde vara nirmast konstanta
med tiden (pa grund av stagnering i den logistiska kurvan) staimmer. Fast vid ¢ ~
1975 sker en plotslig forandring som medfor att log, , By och log, ¢, istillet borjar
linjart avtaga respektive vixa. Hos kvinnor finnes ej samma tydliga brytpunkt utan
dér sker en liknande linjir fordndring 6ver hela tidsperioden.
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1034, 10%d,
3.0 3.01\
2.54 2.5]
2.0 2.0
1.5 1.5
1.0 1.0
0.5- 0.5-
00930 1960 1990 020t 930 1960 1990 2020 t

Ficur 2.2. Skattningar pa o, i (2.3)) utifran x? samt utjimnat med kubiska spline-
funktioner for mén (t. v.) och kvinnor (t. h.).

lOg]O ﬁAt loglo Bt

-4.51 -4.51

-5.0- -5.0-

-5.5- -5.5

-6.0 ; ; ; -6.0 . . .
1930 1960 1990 2020 t 1930 1960 1990 2020 t

Ficur 2.3. Skattningar pa 3, i (2.3) utifrén x? samt utjimnat med kubiska spline-
funktioner for mén (t. v.) och kvinnor (t. h.).

10210g106t 10210gu)@

9.9 5.5

5.0 5.01

454, 451"

4.0 T v v 4.0 T T :
1930 1960 1990 2020 ¢t 1930 1960 1990 2020 t

Ficur 2.4. Skattningar pé c, i (2.3)) utifran x? samt utjimnat med kubiska spline-
funktioner for mén (t. v.) och kvinnor (t. h.).

2.2.2 Dodlighetsskattning

Givet de nu inforskaffade utjdmnade parametrarna ar det maojligt att modellera
Az, t). Ifigur 2.5]ser vi dodlighetsintensiteten 6ver tiden for olika &ldrar. Det gil-
ler att fi(z,t) ger en god anpassning till den rda dédlighetsintensiteten d, ,/n, ,
for dldre aldrar, men brister for de yngre som uppvisar ett kraftigt irreguljér bete-
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ende. Anpassningen dr dock béttre for mén &n kvinnor. Beteendet i de respektive
Makehamparametrarna synes tydligt i hur de paverkar dodlighetsintensiteten. For
mén synes fordndringen kring ¢ ~ 1975 i en kraftigare minskning av dodligheten
som for de dldre aldrarna ej var sirskild noterbar. Yngre aldrar hade dock sedan
tidigare en betydande minskning vilket beror pa att o, d& &r mer framtridande.
Kvinnor hade en tydligare minskning i dodlighetsintensiteten &ver hela perioden
liksom véntat.

En annan illustration av ji(z, t) gores iffigur 2.6 Dér fokuserar vi pa skillnaden
mellan olika ¢-vérden. For mén har vi en kraftig minskning for laga x, men en
nippelig skillnad for dldre aldrar 6ver forsta halvan av tidsperioden. Didremot ser
vi en allmén minskning for den andra halvan vilket aterspeglar fordndringen i Bt
och ¢,. Vad géller kvinnor framgar det av det sagda att en likartad fordndring sker
over t, men en storre 6kning i borjan av tidsperioden for laga x.

log, , fi(z,1) log,, fi(z,1)

0.5 0.5
x =90
1.0 1.0
1.5 t=75 -1.51
-2.O-Mv—\\\\ _2.0-
~~x = 60
25_% 0
T =45
3.0 v 30
3.5 3.5
1930 1960 1990 2020 t 1930 1960 1990 2020 t

Fieur 2.5. Skattningar pa p(x,t) i (2.3) utifran parametrar utjimnade med kubis-
ka splinefunktioner samt raa dodligheter 6ver aldrarna = € {30, 45,60, 75,90} for
mén (t. v.) och kvinnor (t. h.).

log, , iz, log,, ii(z,1)
0.5 =18 o5
-1.01 F=2028 0
-1.51 -1.51
-2.0- -2.01
257 -2.54
-3.0- , -3.0-
-3.51 -3.51
30 45 60 75 90 « 30 45 60 75 90 =

Fieur 2.6. Skattningar pa p(x,t) i (2.3) utifran parametrar utjaimnade med kubis-
ka splinefunktioner samt raa dodligheter 6ver kalenderaren t € {1931, 1975, 2021}
for mén (t. v.) och kvinnor (t. h.).



Kapitel 3

Ruinteori

Ruinteori dr den gren av assuransmatematiken som studerar ruin, det vill siga att
forsdkringsbolaget ej har rad att betala sina ataganden och blir insolvent. Detta
kan goras bade inom en éndlig eller oéndlig tidshorisont. Till gagn for simpliciteten
antager vi stindigt att forsdkringsbolagets intédkter enbart kommer fran premier
och utgifter endast frin utbetalningar kopplade till skador[l] Dirmed ignorerar vi
exempelvis administrativa kostnader, skatter och intédkter fran investeringar som
ej ar relevanta i denna kontext. Framfor allt negligeras diskontering i form av
ranta.

3.1 Cramér—Lundberg-modellen

En forutsdttning for ruinteori ar Cramér—Lundberg-modellen vars fundament in-
troducerades 1903 i [34]] av F. Lundberg. Modellen populariserades sedermera
av Cramir i bl. a. [12]] som dven avsevirt utvecklade teorin. Den &r en klassiker
inom reservséttning och beskriver skadeprocessen over tid. T. Mikosch [|38} s. 12]
sammanfattar modellen i tre centrala antaganden som presenteras nedan med viss
modifikation.

Antacanpe 3.1. Antalet skador N = (N (t)),> foljer en homogen Poisson-
process med intensiteten A > 0. Vi betecknar skadornas ankomsttider med
0<T, <T, <--sédana att N(t) =sup{n>1:T, <t} (supd =0).

ANTaGaNDE 3.2. Den k:te skadan som ankommer vid tiden 7}, férorsakar ska-
dekostnaden &;,. Sekvensen (), bestir av oberoende stokastiska variabler
som &r likafordelade med &, déar & &r icke-negativ och har fordelningsfunk-
tionen F¢(x) = P(§ < x) definierad pé ett sannolikhetsrum (2, 7, P).

10rdet "skada” anvindes i brist pa bittre synonymer (jfr engelskans claim) och skall ej tolkas
bokstavligt da resultaten appliceras inom t. ex. livforsikring.

17
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Antacanpe 3.3. Sekvenserna (7},),~; och (&)~ dr oberoende. I synnerhet
giller det dven att N och (&), dr oberoende.

3.1.1 Kommentar om individuell riskteori

Cramér—Lundberg-modellen dr den kiindaste modellen i det som kallas for kollektiv
riskteori. Detta kontrasteras mot individuell riskteori som var den dominerande
skolan inom assuransmatematiken innan Lundberg och Cramgr. I den senare har
forsdkringsbolaget n kénda kontrakt och vi studerar summan av nettovinsterna
for alla kontrakt;

n

I(t) == Z(qmin{dk,t} — 14, &) (3.1)

k=1

Hér svarar A, mot att kontrakt k dr kopplat till (minst) en skada, d,, &r durationen
péa kontrakt k, £, dr den sammanlagda kostnaden for det k:te kontraktet och ¢ ar
premieintikten fran ett kontrakt med durationen 1. Salunda &r I(¢) nettovinsten
for hela portfoljen som kan antaga bade positiva och negativa virden. Om flera
skador ma intréffa for ett kontrakt kan (3.1]) uttryckas som

Ity =Y (qmin{dk,t} — 14, kaj). (3.2)
k=1 j=1

dér n,, dr antalet skador for det k:te kontraktet och &, ; &r skadekostnaden for den
j:te skadan i kontrakt k. Virt att notera ar att (3.2) kan se som en blandning
av de tva metoderna dér den inre summan Z:ﬁl &k; kan beskrivas med hjilp av

Cramér—Lundberg-modellen och ett stokastiskt n;,.

Notera skillnaden med Cramér—Lundberg-modellen dér vi alltsa ej gor nagot
antagande om antalet kontrakt. Vidare uppdelar vi inte den totala kostnaden péa
individniva utan pa skadeniva vars totala antal dr stokastiskt enligt en Poisson-
process. CramEr studerade bada metoderna och skrev i [12, s. 13, egen 6vers.]:

"For det praktiska syftet att l16sa problemen inom riskteorin ter sig
emellertid bigge synesitten lika berittigade till var uppmérksamhet.”

Forfattaren viljer dock att i denna uppsats koncentrera sig uteslutande pa kollektiv
riskteori och mer specifikt Cramér—Lundberg-modellen. Detta da det dr den gren
Cramir mest fokuserade pa och extensivt utvecklade.

3.1.2 Homogen Poissonprocess

Vi borjar med att erinra oss om homogena Poissonprocesser som ingar ifantagan-
de 3.1]. Definitionen nedan &r inspirerad av Mikosch [38, ss. 7—10].
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Derinition 3.4. Den stokastiska processen N = (N (%)), definierad pa ett
sannolikhetsrum (€2, 7, P) med avseende pé filtreringen F = (7 ), kallas
for en homogen Poissonprocess med intensitet A > 0 om féljande giller.

1) Begynnelsevillkor:
N(0) =0 n.s[] (3.3)
77) Oberoende inkrement:

For varje foljd av tidpunkter 0 = t, < ¢t; < --- < t,, ar inkrementen
N(tiy,t]=N(@t;) = N(ti_y), i=1,..m (3.4)
parvis oberoende.

141) Stationédra inkrement:

Antalet hindelser i ett intervall beror enbart pa intervallets lingd och
ej dess placering. Mer specifikt géller det for alla 0 < s <toch h > 0
att

At —s5))*
P (#) = Fygeenon () = e300 Y2 AT g5

k<x

w) Cadlag-stigar:

Med sannolikhet 1 &r stigarna (IV(t,w)),~ av processen NN kontinuer-
liga fran hoger for ¢ > 0 och har gréansvérden fran véanster for ¢ > 0.
Vi séger att N har cadlag-stigar (continue a droite, limite a gauche).

“Forkortningen n. s. star for ndastan sdikert, d. v. s. hindelsen har sannolikhet 1 (med
avseende péa sannolikhetsmattet P).

Det giller saledes for antalet skador i Cramér—Lundberg-modellen att

k
Fyp(@) =e S (Akt!) . (3.6)

k<z

Detta var nagot som forbigdende omnéamndes av Lundberg och en rigordsare hir-
ledning gjordes av CrameRr i 8} ss. 9-11]. Sjilva sannolikhetsfordelningen har sitt
ursprung hos S. D. Poisson omkring 80 ar tidigare. Det far antagas vara ként att

E[N(t)] = Var(N(t)) = At. (3.7)

Vad jantagande 3.1|innebér for Cramér—Lundberg-modellen ar att skador in-
kommer med samma intensitet oberoende av kalenderar eller sdsong. Detta &r ofta
ej ett plausibelt antagande i praktiken. T. ex. varierar antalet inkomna skador re-
laterade till viderberoende héndelser som automobilolyckor eller skogsbréinder i
intensitet beroende pa tiden pa aret. Motiveringen till antagandet &r emellertid
en avsevirt simplare modell. Vidare antager modellen att det &r osannolikt att
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flera skador sker samtidigt samt att vi ej far nagon ytterligare information om
forandringar i IV givet tidigare inkrement. Bigge dessa antaganden gar ocksa att
ifrdgasitta med avseende pa deras realism.

Det hér dr nagot CramERr givetvis sjilv var medveten om; varvid han pa &ldre
dagar [24} ss. 19-20] foresprakade en inhomogen Poissonprocess dér A ar stokas-
tisk, vilket vi betecknar med AE| och/eller en funktion av tiden sadan att A = A(¢).
I det forra fallet skulle istéllet bli

o0 k
0 .

k<x

Vidare kritiserade CramEr antagandet om oberoende inkrement i IV och skrev i
(21} s. 101, egen Gvers.]:

"Detta antagande kommer utan tvekan att innebéra en viss idealisering
av observerad fakta, men kan &ndé anses vara tillréckligt realistisk for
en forsta approximation.”

3.1.3 Skadekostnadens fordelning

Ruinteori kan grovt uppdelas i tvd omraden beroende pa4 om den enskilda ska-
dekostnaden & foljer en lang- eller littsvansad fordelning. I klassiskt ruinteori —
vilket &r det som forknippas med Cramir — sé antager vi att & ar ldttsvansad. Vi
viljer att uttrycka detta formellt som foljer [43] s. 395].

Dermvition 3.5. Den momentgenererande funktionen av den stokastiska va-
riabeln X &r

My(r)=E[e™] =) %[E[Xk]rk’, (3.9)
k=0 """

givet det finnes h > 0 sidant att E[e™] < oo for alla |7] < h.

Anracanpe 3.6. Det giiller att M (7) existerar nér 7| < h for nagot h > 0.

Lekmannaméssigt innebér jantagande 3.6| att stora skadekostnader dr hogst
osannolika. Detta medfor fagrare modeller och mindre osdkerhet. Nackdelen &r
att antagandet ej torde vara rimligt for atskilliga forsédkringstyper. Vidare gor vi
inget antagande pa om ¢ dr kontinuerlig, diskret eller ingendera [[12} ss. 14-17].
Det k:te momentet uttryckes saledes smidigast med Stieltjesintegralen

E[eF] = /OO o+ dFy(z). (3.10)
0

2Cramir anviinde gement X for bade den stokastiska variabeln och dess utfall vilket dr timligen
tvetydigt.
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Exempel pa fordelningar for skadekostnaden som uppfyller lantaganden 3.2
och[3.6]ér exponential-, gamma-, och Weibull-fordelningarna (den senare bara om
skevhetsparametern ir storre eller lika med 1). Aven den Gaussiska fordelningen
kan vara applicerbar givet sannolikheten for ett negativt utfall ar forsumbar.

3.2 Kumulativ skadekostnad

Viintroducerar den kumulativa skadekostanden i Cramér—Lundberg-modellen vid
tiden ¢ > 0 som

N(t)
S(t) =) &, (3.11)
k=1

Om N(t) = 0 ansitter vi S(¢t) = 0. Notera att S(¢) ar en sammansatt Poisson-
process och manga av de resultat som hér presenteras géller dven i allménhet for
densamma och ej enbart inom Cramér—Lundberg-modellen.

En stor utmaning inom ruinteori &r att beskriva fordelningen pa S(t), eme-
dan det &r den som mol allena star for osidkerheten i modellen. Vi borjar med att
bestimma dess vintevirde och varians.

Proprosirion 3.7. 1 Cramér—Lundberg-modellen géller det for kumulativa
skadekostnaden S(t) definierad i (3.11]) att

E[S(t)] = ME[¢], (3.12)
Var(S(t)) = ME[¢2]. (3.13)

Bevis. Fran[antaganden 3.2] och [3.3] samt [ekvation (3.7)| far vi med hjilp av be-
tingning

E[S(t)] = E[J:Z() & —€le []:Z() 3

N(t)H — E[N(8)]E[] = ME[E

och
Var(S(t)) = VMCE(T §k> = Var([Er:;(tj 3 N(t)D + [E[Var(zg 3 N(t))}

— Var(N(£))E[g? + EIN(6)]Var(€) = A(EE? + Var())
— M2 + E[2] — E[E]?) = ME[E?].
h. s. b.

3.2.1 Kumulanter

Ett sétt att beskriva en sannolikhetsfordelning &r med hjélp av dess kumulanter,
vilka delar similariteter med moment.
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Dermvition 3.8. Den kumulantgenererande funktionen av den stokastiska va-
riabeln X &r
=1
Ky(1):=logMx(1) = Elian, (3.14)
k=1""

dar r;, = k(X)) svarar mot den k:te kumulanten for X.

De tva forsta kumulanterna ar de bekanta vantevardet och variansen.

Lemma 3.9. Lat k;, = £, (X). Det géller att

k1 = [E[X]?
Ky = Var(X).

Bevis. Genom att differentiera (3.14]) & gﬁingerﬂ och ansétta 7 = 0 finner vi

dk
WKX(T) "7’20 = K- (317)
Analogt far vi fran (3.9)) att
dk i
M ()|, = XY, (3.18)
Saledes
d d M%(0)
=—K = —log M =~ =[F[X
= g Kx () |y = g logMx(n) |, = 375G = E1X]
samt
d? M3 (0)Mx(0) — M'(0)? 5 2
Ky = pKX(T) \T:O = ML (0 = E[X?] — E[X]? = Var(X).

h.s. b.
Med hjilp av kan vi uttrycka (3.12)) och (3.13) i [proposition 3.7

Som

Ky = AE[E], (3.19)
Ky = ME[€2]. (3.20)

Vi ser ut att finna ett monster avseende kumulanter och moment; namligen att
den k:te kumulanten for S(¢) ar lika med produkten av intensiteten, tiden samt det
k:te momentet av £. Fast stimmer dito dven for k > 3?|71_-] Svaret ar ja.

3For att detta skall vara méjligt antager vi att potensseriens konvergensradie p dr nollskild och
infor inskrdnkningen |7| < p.

4Formodandet av tillskrives fil. d:r Per Alexandersson.
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TroreM 3.10. I Cramér—Lundberg-modellen giller det for kumulativa ska-
dekostnaden S(t) definierad i (3.11)) for alla k =1,2,3,... att

Ky = ALE[EF]. (3.21)

Bevis. Det giller att den momentgenererande funktionen for S(t) &r

Ele
= E[M(7)N®] = E[eloeMTIND] = My, (log M (7).

Den momentgenererande funktionen for Poissonfordelningen dr kénd, ndmligen

oo T\ k
A _ A Z (AteT)" _ pAt(e™—1)

o0 k
My (1) = E[e™™0] = ZeTk G

k=0 : par ’
(3.22)
som existerar for alla 7 € R. Saledes &r
Mgy () = exp{At(ee < — 1)} = exp{At(M,() — 1)}. (3.23)
Detta ger oss den kumulantgenererande funktionen
Koy (1) = M(M(1) — 1). (3.24)
Fran (3.17)), (3.18]) och (3.24) finner vi slutligen att
d” d*
= M) = )|y = M e M(r) | = ME[E")
h.s. b.

Med hjéilp av kan vi f4 en bredare teoretisk forstéelse over S(t):s
fordelning. Cramer foresprakade i [13) s. 168] nodvindigheten av att undersoka
hégre moment for férdelningen; nagot vi nu alltsa kan givet vi kéinner till A samt
momenten for £. T. ex. &r skevheten lika med

(5@){[5(@])3} _E[S() —ES@D?] _ kg _ E[E] (3.25)
Var(S(t)) VVar(S()?  /rd JMEE]

dar formeln for kg = rg(X) foljer av

d3 m ” ’ ’
Ry = 25 l0g My(7) | _ =[] = ME(0) = MK (0) M4 (0) +2M(0)?

o™
— E[X3] — 3E[X2]E[X] + 2E[X]? = E[(X — E[X])?]. (3.26)
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3.3 Riskreserven

Lat det initiala kapitalet hos forsékringsholaget vid tiden ¢ = 0 betecknas med
u > 0. Vi antager att bolaget far kontinuerliga och konstanta (pro rata temporis)
premieinbetalningar (14 60)p,, dir p; svarar mot den aktuariella premien intjanad
vid t = 1 (CramEr anvénde uttrycket riskpremie 8, ss. 7-8]), d. v. s. py := AE[¢],
och # > 0 dr en sékerhetsmarginal. Under tidsperioden At > 0 dr sdlunda bolagets
intikter lika med (1460)p; At. Vi definierar forsédkringsbolagets riskreserv vid tiden
t > 0 som

U(t):=u+ (1+60)p;t —S(t), (3.27)
dar S(t) dr den kumulativa skadekostnaden som tidigare &r definierad i (3.11).
Cramir prefererade att ansitta medelskadan som penningenhet, d. v. s. E[¢] = 1
och séledes fas det forenklade uttrycket

Ult)=u+ (1+0)At —S(t). (3.28)
Pa liknande sétt genom att manipulera tidsenheten gér det att erhélla

Ut)=u+ (1+0)t—5(1). (3.29)

Detta var sedvanligt i tidig kollektiv riskteori, men (3.29)) har i modern litteratur
fallit ur bruk [2, s. 194]. Vidare for smidigare notation infor vi

Py = AE[EH]. (3.30)

ProposiTion 3.11. I Cramér—Lundberg-modellen giller det for riskreserven
U(t) definierad i (3.27) att

E[U(t)] = u + Opqt, (3.31)

Var(U(t)) = pyt. (3.32)

Bevis. Beviset foljer omedelbart fran [proposition 3.7/ med notationen i (3.30)). Vi
har

ElU@)] =u+ (1 +0)p;t —E[S(t)] = u+ pyt + Opyt —pit = u+ Opyt
och
Var(U(t)) = Var(S(t)) = pot.

h. s. b.
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3.3.1 Kommentar om Cramérs notation

Notera att notationen i aldrig brukades av CramEr; det ndrmaste dr (3.28)
som (med nagra andra variabelnamn) anvindes i [17, s. 26]. I hans kéndaste
artikel inom ruinteori, On the Mathematical Theory of Risk, lat CramER 12} s. 68]
beteckna riskreserven med?|

x+ 0P + u. (3.33)

Vi borjar med att observera att Cramgr ldt bli att infora en symbol for hela
uttrycket. Det finnes en viss familjaritet mellan (3.33)) och iform av 6 och u
som liksom tidigare svarar mot sikerhetsmarginalen respektive startkapitalet. Med
x 14t han beteckna den kumulativa skadekostnaden subtraherat fran den intjinade
aktuariella premien, d. v. s.

x =pyt—S(t) (3.34)

som alltsd har vintevirde lika med noll. Vidare satte han E[¢] = 1 sadant att p; =
A. Dérefter inforde Cramer P := p;t som den ackumulerade aktuariella premien
som han anviénde som oberoende variabel istillet for tiden ¢. Séledes svarar 6P
i (3.33) mot den forvintade ackumulerade vinsten for forsikringsbolaget. Detta
ar ett tdmligen pikant val av oberoende variabel och dterkommer inte heller i de
flesta av CramErs senare artiklar i &mnet. Alternativt kan P ses som en linjart
transformerad tidsenhet sddan att E[/N(1)] = 1 och vi erhaller da (3.29).

Anledningen denna uppsats envisas med istéllet for ar for att den
forra dr mer i linje med modern notation (jfr [38, s. 152]), &r mer generell samt i
forfattarens subjektiva bedomning mer forstéelig.

3.3.2 Karakteristisk funktion

Vi dmnar uttrycka den karakteristiska funktionen (eller adjunkten om vi anvéinder
Cramérsk terminologi [12}, s. 18]) for riskreserven U(t). Till var hjéalp anvénder
vi sannolikhetsgenererande funktioner och vi inleder med att definiera bada tva
nedan.

Derivition 3.12. Den karakteristiska funktionen av den stokastiska varia-
beln X ar

ox(1) = [E[eiTX]'

Dermvirion 3.13. Den sannolikhetsgenererande funktionen av den stokastis-

PCramir anviinde egentligen X istéillet for @, men den senare anvindes hér for att 6verensstim-
ma med uppsatsens notation och for att ej forvixlas med intensiteten for skadeprocessen.
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ka variabeln X som antager véirden pa de icke-negativa heltalen &r

Gx(r):=E[r¥] = io: P(X = k)r". (3.35)
k=0

CramEr presenterade utan bevis i [17, s. 26] den karakteristiska funktionen
for riskreserven som lika med®]

Yo () = exp{ T(u + Opyt) + At /OO( T —1—irx) dF(z )} (3.36)
0

Vad uppsatsens forfattare emellertid gor géllande hérvid, ar att maste anses
sdsom varande av en orimlig natur. Det argumenteras inledningsvis varfor sddant
ar fallet for att sedan hérleda ett korrekt uttryck. Som hjilp behoves den tredje
kumulanten av U(t) vilken listas nedan.

Lemma 3.14. I Cramér—Lundberg-modellen géller det for riskreserven U (t)

definierad i (3.27) att
Ky = —pst. (3.37)

Bewis. Vi finner fran (3.26)), [proposition 3.11|och |teorem 3.10|att

ks = E[(U(t) —E[U®)])?] = E[(pst — S(t))?]
= (p1t)® = 3(p1t)*E[S(t)] + 3p tE[S(8)?] — E[S(t)°]
= (p1t)® = 3(p1t)*(p1t) + 3p1t((p1t)? + pat) — pst — 3potpit — (py1)°
= (p1t)* = 3(p11)* + 3(p1t)® + 3p1pat® — pst — 3pypat® — (pyt)?
= —pst,

dar vi for k;, = k,(X) anvint det kiinda resultatet
E[X?] = kg + 3kok; + RS (3.38)

h. s. b.

I analogi med (3.17)) géller det att om k;, = K, (X) existerar sa ar

dk

1
& Floggox(ﬂ | = K- (3.39)

7=0

SEftersom Cramir anviinde (3.28) for att definiera riskreserven skriver vi om (3.36) for att
vara forenlig med (3.27) som brukas i denna uppsats.
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Séledes har vi for Cramgrs (3.36)) att

1 d3
HSZ,L-_:;'dglog(pU ’70

1 d3 . > ITT .

== 73 iT(u + Op,t) —|—>\t/ (e =1 —itx) dFe(x)

0 7=0

1 d? o0 .

=3 32 (z(u + Opyt) + )\t/ (ize'™ —ix) ng(x)) (3.40)
1 T b Y

d *

== — )%™ dF, 41

5 )\t/o (ix)“e'™ d 5(3:)) » (3.41)

(
:i-At/OOO(m ¢ AFy(x) |

’LS =0
= )\t/ z® dF(z)
0
= p3l # —pst

som [lemma 3.14{ menar att vi skall erhélla. Foljaktligen bér det sig inte bittre &n
att CramERr agerade culpost med sina berdkningar och angav en felaktig karakte-
ristisk funktion. Fran och ser vi (jfr beviset till att
Kk, respektive k, for (3.36) dverensstimmer med vad [proposition 3.11] dikterar;
vilket motiverar varfor vi behovde undersoka den tredje kumulanten. Torhénda
ligger déruti &ven en forklaring till Cramgrs misstag.

Nu till den korrekta karakteristiska funktionen for riskreserven. Till att borja
med finner vi

pu () = E[e™] = Elexp{ir(u+ (1+0)pyt — S(1)}]

= exp{iT(u+ (14 0)p,t)} - [E[GXP{@( 7)S()}]
= exp{iT(u+ (L +0)p1t)} - g (—T7). (3.42)

Det géller att
P (1) = E[em50)] = [E[[E [e”ziﬁ? S | N(t)” = E[E[ei€]V®)]
= Epe(T)VV] = Gy (e(1))- (3.43)

For en Poissonfordelning dr den sannolikhetsgenererande funktionen lika med

e’} k o0 k
Gy (1) = E[F¥0] =3 A" ik _ 3 A _ 1) (3.44)

= ¥ per
Om vi kombinerar (3.42)—(3.44]) resulterar det i
goU(t)(T) = exp {'LT(U + (L +0)pt) + At((,OE(—T> — 1)} (3.45)

= exp {’LT(U + Op t) + At (QOS(—T) -1+ @T[E[SD}

= exp{ 7(u + Op,t) + )\t/ooo (e7'™ —1+iTx) ng(x)} :
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Observera skillnaden jamfort med i form av felaktiga tecken i den inre expo-
nenten och den sista termen i integranden. Att kunna korrigera ett sadant lapsus
drygt ett halvtannat halvsekel senare far vil sidgas vara ett bevis pa att fortsatt
kritisk granskning kan béra frukt — &ven nér killan &r sa vordnadshjudande som
Cramer. Vi avslutar det hir avsnittet med att framhéva den sanna karakteristiska
funktionen for U(¢) med ett teorem.

Trorem 3.15. I Cramér—Lundberg-modellen géller det for riskreserven U (t)

definierad i (3.27) att

Yo (T) = exp {@T(U + Opyt) + At/ (7™ —1+irx) ng@)} :
0
(3.46)

3.3.3 Kumulanter

Utifran det som forevisades ifavsnitt 3.3.2| gar det att hirleda en motsvarighet till
teorem 3.10|fast for riskreserven.

Trorem 3.16. I Cramér—Lundberg-modellen géller det for riskreserven U(¢)
definierad i (3.27)) for alla k = 1,2, 3, ... att

Kk:{u-l—@plt om k=1, (3.47)

(—=1)Fp,t om k> 2.

Bewvis. Vi har for den karakteristiska funktionen ifteorem 3.15] att

d o :
E_log v (1) = i(u+Opyt) + )\t/ (—ize™ ™ +ix) dFe(x)
0

och kan med induktion visa att for k > 2 sd ar
dk

mlog o (T) = (—i)k)\t/o zhe T dF (x).

Division med i¥ samt anséttningen 7 = 0 resulterar i

1 d
= E_log goU<t>(7') \T:O =u+ Op;t

respektive
k

1 d o0
0

=0

Ergo foljer teoremet i fraga av (3.39). h. s. b.
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3.3.4 Gaussisk approximation

Fran (3.27) och [proposition 3.11|infér vi den normerade riskreserven vid tiden
t > 0 som

U(t) —u—0pit _ pit —5S(t)
Vol VDot .

Crawmir lade fram i [[17, s. 27] nedan lemma férutan bevis;E] nagot som vartefter
tillfors hér.

U(t) = (3.48)

Lemma 3.17. I Cramér—Lundberg-modellen géller det for normerade risk-
reserven U (t) definierad i (3.48)) att den uppfyller limesrelationen

1.2

tllglo QOﬁ(t)(T) =e 2. (3.49)
Bewvis. Det foljer fran att
~ . (T) = ex /\t/ <e\/r2t — 1+ x)dF x} (3.50
¢o () = oxn{ / ) d )

Maclaurinutveckling av den inre exponenten ger

T T
e \/P2tm — 1 —

T2 2 _3 3 2
r— —2x +(9(t 23:) dd t — oo.

VDot 2pot

Notera att @(¢t~22?) ér integrerbar med avseende pé Fe(z) till f6ljd av jantagan-

de 3.6. Den karakteristiska funktionen (3.50) blir darfor
o 7'2 3
0 (T) = exp )\t/ (——x2—|—(9 t2q3 )dF m}
() (7) { 0 opat (t72a) | dF(a)
7‘2 1 /Oo 2 1 }
=expq ——  ———= x*dF:(x)+ O (t 2
{5 [ amor o
7'2 1
:exp{—7+(9(t )} (3.51)

Slutligen med &dberopande av definitionen av stora ordo sa slutleder vi
Pire) () > e 2™ da t — oco.
h.s. b.

Gransfunktionen i svarar mot den vélbekanta Gaussiska eller normala
av standardtyp. Detta 6verensstaimmer med vad som torde forvintas med hinvis-
ning till det centrala gréinsvirdesteoremet. Vad vi tydligen finner dr att efter en
lang tid kan vi approximera riskreserven med en Gaussisk fordelning. For att vara
mer exakt kan foljande resultat medelst nigra intermediéra sannolikhetsteorem
visas.

“CraMER beskrev lemmat helt sonika som "1ater det litt visa sig”.
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Trorem 3.18. I Cramér—Lundberg-modellen géller det for riskreserven U (t)
definierad i (3.27)) att den for stort ¢ > 0 &r approximativt Gaussiskt fordelat
med véntevirde och varians givna av[proposition 3.11] Mer specifikt &1f7]

x—u—@plt)
Fyp(x) ~® | ————— |, 3.52
dar
B(z) = —— /x e d (3.53)
— 2 T. .
V2mJ_ o

“For funktionerna f(t) och g(t) innebér f(t) ~ g(t) att f(t)/g(t) - 1 da ¢t — oo.

Betyder[teorem 3.18att vi nu vet allt om riskreserven och enbart behover beak-
ta den Gaussiska fordelningen? Givetvis inte. [ samband med att Cramgr dryftade
samtida assuransmatematisk forskning — som var sérskilt fixerad kring nimnda
approximationﬁ — skrev han i [12} s. 13, egen overs.]:

"I den hér artikeln kommer det att hévdas att approximationen som
erhélles genom att anvénda den normala funktionen i ménga fall inte
ar tillrackligt bra for att riattfardiga de slutsatser som har dragits pa
detta sitt.”

Men & andra sidan ansdg Cramgr att den Gaussiska approximationen ej skall for-
kastas helt och skrevi |13}, s. 167, egen 6vers.]:

"Personligen dr jag benégen att anse att fragan om den approximation
som den normala lagen tillhandahéller dr en punkt av grundliggande
betydelse.”

En forklaring till varfor den Gaussiska approximationen brister torde synas i
(3.51). Vi ser ndmligen déir hur konvergensen mot den sanna foérdelningen sker
med intensiteten ¢~2. Detta ir timligen sakteligt och innebir att ¢ méste vara
Brobdingnagiskt innan vi komfortabelt mé tillimpa [teorem 3.18

3.3.5 Martingaler

Derivition 3.19. Den stokastiska processen {Y(t) : ¢ > 0} sédges vara en
martingal 1 kontinuerlig tid med avseende pad den stokastiska processen
{X(t):t >0} om for alla ¢ > 0 féljande géller.

1) E[|Y(1)]] < oc.

i) E[Y(¢) | {X(7):7€]0,s]}] =Y(s) n.s., foralla s < ¢.

87 Allt dr normalférdelat om man tror pa det tillriickligt” for att sjalveitera forfattaren.
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Om likheten i i) ersidttes med > kallar vi det for en submartingal och om
den erséttes med < for en supermartingal.

Martingaler har ménga angenédma egenskaper och tack vare teoremet som hér-
nést skall beskrivas kan vi applicera dem pa riskreserven i forsikringsbolaget.

Trorem 3.20. I Cramér—Lundberg-modellen giller det for riskreserven U ()
definierad i (3.27)) att den &r en submartingal med avseende péa filtreringen
genererad av sig sjalv. Om riskreserven saknar en sékerhetsmarginal, d. v. s.
0 =0, ar U(t) en martingal.

Bevis. Vi borjar med att observera att for givet ¢ > 0 sa ar
EIUM] <u+ (1 +0)pit + E[[S#)]] = u+ (24 0)pyt < o0,
dér vi for forsta olikheten anvént oss av triangelolikheten samt

E[IS(@®)[] = E[S®)] = pqt.

Dérmed ér ) i[definition 3.19|uppfyllt. Vidare har vi fran fantaganden 3.1H3.3| for
alla s <t att

E[U@) [{U(7) : 7 €[0,s]}] = u+ (1 +0)p,t —E[S(2) [{U(7) : 7 € [0, s]}]

=u+ (14 0)p;t —S(s)—E[S(s,t] | {U(r): 7 €0, 5]}]

=u+ (1+0)pt—S(s)—E[S(s,t]]

=u+ (1+0)p,t—S(s) —E[S(t—s)]
u+(1+0)pt —S(s) —pi(t —s)

=u+ (1+0)ps—S(s) + (t — s)0p,

=U(s) + (t — s)0p,

>U(s) n.s

Observera att olikheten i det sista steget &r en likhet nidr § = 0. Saledes har vi
visat 44) i|definition 3.19|och teoremet. h. s. b.

Vi kan nu applicera Doob—Meyers dekompositionsteorem pé [teorem 3.20| ge-
nom att dela upp riskreserven som summan av en martingal med noll i véintevérde,

p;t — S(t), samt en icke-avtagande predikterbar process, u + 6p,t. Denna uppdel-
ning var nagot som anvédndes av Cramgr i [12, s. 68] (jfr = och 0P + w i (3.33))
och illustreras i denna uppsats i [figur 3.1] nedan. (Observera att varken teorin
om martingaler eller det aktuella dekompositionsteoremet fanns till kinnedom vid
publikationen av Cramirs artikel ar 1930.)
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3.4 Ruin

Vi introducerar nu det mest centrala begreppet i ruinteori, namligen ruin. Ruin
innebér att forsdkringsbholaget upptagar en negativ riskreserv under en viss tid.
For vilka tidpunkter som &r intressanta och om bolaget kan aterhédmta sig efter en
eventuell negativ riskreserv foreligger det olika definitioner vi kan anvéinda oss av.
Cramir presenterade i [[12, s. 12] tre former av ruin som torde vara av intresse.
Vi samlar de i foljande definition dér det &ven forses en tillhorande matematisk
notation.

Derinition 3.21. I Cramér—Lundberg-modellen med riskreserven U(t) defi-
nierad i (3.27) och perioden I C [0,00) har vi féljande tre definitioner av

rUILn.

A. Ruin sker vid slutet av perioden T

Ruin := {U(sup,_, {t}) < 0}. (3.54)
B. Ruin sker ndgon gang under perioden 7 :

Ruin := {inf,.- {U(¢)} < 0}. (3.55)
C. Ruin sker vid slutet av en ridkenskapsperiod under perioden 7 :

Ruin = {inf, {U()} < 0}, (3.56)

dﬁl’ R - {t17t27 ...} C 7'.

CraMER menade att i praktiken dr C den viktigaste men samtidigt den svaraste
att modellera. Fast genom att variera ovre griansen i 7 ar det mojligt att erhélla en
approximation pa C' med hjélp av A. Fordelen med Cramér—Lundberg-modellen
ar att det ar relativt smidigt att modellera B vilket med individuell riskteori &r
niarmast omdjligt. Notera att i A och C kan riskreserven vara negativ i 7 utan att
forsdkringsbolaget nodvéndigtvis hamnar i ruin vilket ej &ar fallet for B. Observera
dven att vi for B och C ej bryr oss om ruin intriffar flera gdnger, utan enbart om
det intréaffar. I denna uppsats fokuserar vi emellertid fraimst pa B och dar
T = 1]0,00), d. v. s. "intréffar {U(¢) < 0} for nagot ¢ > 0?” For detta uppligg
gar det att hérleda ett flertal intressanta resultat med hjélp av Cramér—Lundberg-
modellen [12, s. 69].

Vi introducerar vidare foljande begrepp kopplade till ruin.

Dermvirion 3.22. I Cramér—Lundberg-modellen med ruin definierad i [defini-|
fion 3.21). B har vi (forsta) tiden for ruin T € T U {occ} i T som

T:=inf{te T :U(t) <0} (3.57)
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Om T = inf () observeras ingen ruin i 7 och vi sétter T' = occ.

Dermvirion 3.28. I Cramér—Lundberg-modellen med ruin definierad i [defi]
hifion 3 271. B och tiden for ruin 7" definierad i definition 3.22| har vi ruin-
sannolikheten for initialkapitalet « > 0 som

Y(u) ;== P(Ruin | U(0) =u) =P(T € T). (3.58)

Vi illustrerar i hur U(t) kan utvecklas med tiden. Till hoger i figuren
har vi illustrerat samma slumpvandring men i stil med Cramirs [[12, fig. 8] dér
han utnyttjade

(U(t) < 0} = {pt — S(t) < —(u+ Op,t)}. (3.59)

Vid ¢t = 0 foljer per definition att U(0) = u. Sedan okar tillgdngarna linjért med
takten (140)p,t fram tills den forsta skadan som sker vid ¢ = 7). Slumpvandringen
pagar sedan tills t = T, = T'dar U(t) < 0 och forsidkringsbolaget hamnar i ruin.
Notera att U(t) &ar strikt vixande mellan stegen och sédlunda kan ruin enbart ske
di t € (T )s>,- Vidare har U(t) cadlag-stigar dér for alla ankomsttider T, sé dr

lim U(t) = U(Ty). (3.60)
lim U(t) = U(T}) + & (3.61)

och eljest &r U(t) kontinuerlig.

Fieur 3.1. Exempel pa en slumpvandring for riskreserven U(¢) med # = 0.2 som
slutar i ruin vid t = T,. T. v. illustreras ruin av {U(t) < 0} medan t. h. géres en
Cramérsk uppdelning av U (t) dir ruin synes av {p;t — S(t) < —(u + Op,t)}.

3.4.1 Nettovinstvillkoret

Nodviandigheten av sédkerhetsmarginalen @ > 01 (3.27) och salunda varfor den to-
tala premien ej hallbart kan vara ldgre dn den aktuariella premien &r inget CRAMER
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rigorost motiverade. Det torde kanske vara uppenbart, men vi viljer &ndock att
inkludera en djupare motivering inspirerad av Mikosch [38} ss. 154-156].
Vi introducerar tiden mellan skadorna &,,_; och &, som

. T, om k=1,
Wi = {Tk —T, , om k>2.

Fréan |definition 3.4/ om homogena Poissonprocesser foljer det av celebert resultat
att alla element i (W},),~, &r oberoende och likafordelade med W som &r exponent-
ialfordelad med intensiteten A > 0. D. v. s. for £ > 0 ar

(3.62)

Fy(r)=1—e (3.63)
och eljest Fy,(z) = 0; samt
1
1
Var(W) = 5VE (3.65)
Vi kan séledes uttrycka den aktuariella premien som
Ele]
= ME[¢{] = === .

Antag att forsédkringsbolaget drabbas av ruin vid tiden ¢t = T, fér ndgot n > 1. Vi
kan d& omformulera (3.55) dér T = [0, 00) som

Ruin = {inf,_( {U(t)} < 0} = {inf,,-, {U(T},)} < 0}.
Notera att 7, = >" | W,.. Dérav finner vi

Ruin = {11;f1 {u+ (1 +0)p,T,—S(T,} <0}

B {%‘5 {—i@k —(+ 9>p1Wk>} - ‘“}

k=1

~{sw {0+ opwa} > o} (3.67)

n=l Lg=1

Saledes kan ruin ses som en slumpvandring med stegstorleken &, — (1 + 0)p, W,
som nagon gang overstiger u. Fran stora talens lag géller det att om 8 > 0 sa &r

Tim 23 (g - (14 o)Wy = Elg - 1 +0) g EIW] = 0ElE <0 n.s.
(3.68)

k=1
dér vi anvént oss av (3.64) och (3.66) som bada dr éndliga. Vi ser nu nodvindig-
heten i vart krav 6 > 0, ty annars skulle

n

Tim Y (& — (1+0)p,Wy) = 0o n.s.
k=1
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och saledes fran (3.67)) dr ruin oundvikligt, d. v. s. ¢¥(u) = 1. En simpel heuristisk
motivering till detta resultat &r att observera hogra diagrammet i Ar
0 < 0 foljer det att den linjira grafen &ar strikt vixande, medan p;t — S(t) ar
centrerad kring noll. De tva graferna dr dirmed garanterade att korsa varandra
(d. v. s. ruin intréiffar) oavsett virde pa u. Denna inskrédnkning déar vi utesluter

det degenererade fallet < 0 &r kiint som nettovinstvillkoret och &r ett nodvindigt
antagande for kommande resultat i detta kapitel.

3.4.2 Cramér—Lundberg-olikheten

Foljande teorem som ger oss en dvre grins pa ruinsannolikheten introducerades
av Lundberg, emellertid utan fullstindigt bevis. CramMER var den forsta att rigorost
utfora ett sadant i [10, ss. 235—-242]. Cramgrs bevis involverar bl. a. partiella
differentialekvationer och &r tdmligen intrikat. Beviset som foljer nedan &r istéllet
inspirerat av Mikosch [38, ss. 159-160].

TroreM 3.24. I Cramér—Lundberg-modellen géller det for ruinsannolikheten
Y(u) definierad i|definition 3.23|att

P(u) < e fe (3.69)

dar R ar utjimningskoefficienten definierad som den unika positiva lésningen
(givet en saddan existerar) till ekvationen

ME—(1+9)p1W<R> = ]_. (3.70)

Bewvis. Vi borjar med att for n > 1 introducera

Sp =Y (& — (L+0)p,Wy,) (3.71)

k=1
(ej att forvixla med den kumulativa skadekostnaden S(¢)) samt
Y, (u) = [P(lrgéagxn {S,} > u) (3.72)

Det giller for allaw > 0 att ¢, (u) T ¥(u) ddn — oo (jfr (3.67). Séledes ricker det
att bevisa den eftertraktade olikheten med ¢, (u) i vinsterledet for allan > 1 vilket
vi gor med hjilp av induktion. Basfallet foljer av Markovs olikhet och definitionen
av utjimningsfaktorn (observera att Mg (R) = M¢_(119), w(R) = 1);

Y1 (u) = P(S; > u) = P(ef51 > efu) < e Ruf[efth] = e_R“]WS1 (R) = e v,

Antag nu att ¢, (u) < e B for ndgot k > 1. Det foljer fran lagen om total sanno-
likhet att

wk+1(u):ﬂ>< max {Sg}>u> :IP(Sl>u)—|—[P< max {S,} > u, S1§u>.

1<l<k+1 2<t<k+1
(3.73)
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Vi finner for den andra termen att

[P( max {S,} > u, Sl<u>:|]3< max {5, + (S, — 5)} > u, Slgu>

2<0<k+1 - 2<0<k+1

= [P(max {Sp} >u—25;, 5 §u>

1<t<k

:/u [P(max {S,} >u—:c>dF51($)

1<t<k
00

- / i (u— 7) dFy (x)
u eR(z—u) dFsl (v),

oo

IN
R

som foljer av induktionsantagandet. Da ef*=%) > 1 nir x > u giiller det for den
forsta termen i (3.73)) att

P(S; > u) :/ dFyg () S/ efilz—u) dFg ().

u u

Saledes ér (3.73) ovre begrédnsat av

u

Vealw) < [ eMAF @)+ [ e aFy (o)
= e_R“/ elte dFyg (x) = e_R“]WS1 (R) = e v,

— 00

vilket var det som var menat att demonstreras. Salunda med hénvisning till induk-
tionsprincipen och motiveringen ovan, ar ¢(u) < e 7 for alla u > 0 och vi &r pé
mammas gata. h.s. b.

3.4.3 Cramérs ruingrins

Mikosch 38, s. 162] beskrev féljande teorem, kint som Crameérs ruingrdns, som
“ett av de viktigaste resultaten inom riskteori”. Teoremet som ger ett asymptotiskt
beteende for riskreserven, presenterades liksom[teorem 3.23|forst av Lundberg och
bevisades sedermera av Cramgir i [[12, ss. 77—80]. Notera att vi harfor antager att

titheten f,(x) existerar vilket ej gjorts tidigare (sejavsnitt 3.1.3).

Trorem 3.25. I Cramér—Lundberg-modellen med utjimningsfaktorn R > 0
(som vi antager existerar och loser (3.70)) och dér £ har en tiathet, géller det
for ruinsannolikheten 1 (u) definierad i|definition 3.23|att for stort w > 0 &r

P(u) ~ Ce v, (3.74)




3.5. EXPONENTIALFORDELADE SKADEKOSTNADER 37

déar

-1

_ i ~ Rx 17
C_(H[E[f][ xe Fg(ac)da:> : (3.75)

Beviset av ifrdgavarande teorem beskrives av Mikosch som "tdmligen tekniskt”
och uteldmnas i denna uppsats. Lisaren refereras istillet till [38) ss. 162-167]
av vederborande eller allra framst ursprungskillan av Cramir. Kortfattat 1oste
Cramir det genom att forst visa att ¢(u) satisfierar Volterras integralekvation
sadan att

Y(u) = ﬁ (/Ou P(u— z)Fe(x) dx+/uoo Fe(x) dx). (3.76)

Dérefter anvinde han resultat av P. G. Lejeune Dirichlet och baron A.-L. Cauchy
inom komplexanalysen for att hdrleda nimnda asymptotiska resultatet. Mikosch
a andra sidan haller sitt bevis inom den reella analysen och forlitar sig framst pa
fornyelseteori for att erhalla samma slutsats.

3.5 Exponentialfordelade skadekostnader

I detta avsnitt undersokes riskreserven och ruinsannolikheten nir skadekostnader-
na antagas vara exponentialfordelade (néir detta dr ett rimligt antagande later vi i
denna uppsats vara osagt). Den bakomliggande intensiteten betecknas med v > 0
sddan att for x > 0 sa ar

Fe(z)=1—e" (3.77)
och eljest F¢(z) = 0. Vi erhéller d& fran (eller enklare av (3.45))) den

karakteristiska funktionen

90U<t)(7):eXP{iT(UJr)\t(lJ;G—WiZ.T))}, (3.78)

dédr vi anvént oss av p; = % samt det kiinda resultatet for exponentialférdelningen

<Pg(7') :/ e ye 1" dx = ’Y. / (7—2'7)6_(7_”)"” dx = ’y' . (3.79)
0 T YT

Analogt fas den momentgenererande funktionen till

M,(r) = 717, (3.80)

som ér definierad for 7 < 4. Vi har d& en explicit 16sning till (3.70);

_ Mo -7 A _
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som foljer av antagandet om oberoende och forenklas till

0
=y 3.81
=719 (581
Enligt ar alltsd ruinsannolikheten uppat begrénsad av
6
Vidare erhaller vi fran for stort w > 0 att
W(w) ~ Cexp {—vl;ie-u}, (3.83)

dar

_ i - Rx 17 _1_(ﬁ - Rz ,—vx )
C_(G[E[ﬁ]/o xe Fg(:c)dac> = 0/0 zeltTe " dg

) -1 2
= L _ —(v—R)z _ <’7_R> 0 _ 1
_<(7—R)9£ z(y— R)e dx "R " 1:¢

(For den nést sista likheten anvénde vi att integralen ér lika med véntevérdet av
en exponentialférdelning med intensiteten v — R.)

I den aterstédende delen av detta avsnitt undersokes det hur vél empirin 6ver-
ensstimmer med de teoretiska resultaten. Utan forlust av generalitet later vi A =
v = 1 sadan att E[N(¢)] = E[S(t)] =t samt R = 0/(1 + ). Vi utfor simuleringar
och skattar ruinsannolikheten med

n

N 1 sim
D)= —> Ty, (3.84)
Mgim k=1

dér Ruin, innebér att den k:te simuleringen hamnade i ruin under perioden T,

och ng, = 10 000 dr antalet simuleringar. I [figur 3.2 synes zﬁ(u) jamfort med
hogerleden i (3.82) och (3.83)) for olika sikerhetsmarginaler € {1,0.5,0.1,0.01}

nar u — oo. I figuren erhalles dven (heltals) u-virdet nodvandigt for ¢)(u) = 0.005

(med ¥ (u) given av (3.86), d. v. s.

140

uw=1"1(0.005) = — log(0.005(1 4 6)). (3.85)
Valet av denna gréns foljer av Europeiska unionens Solvens II—direktivE] men torde
tagas cum grano salis och ej ses som en universell 16sning for ett forsédkringsbolag
som vill undvika insolvens. Notera dven att T, C 7 = [0, c0) och anledningen till
detta ar forstas att det dr omdojligt att gora en odndligt lang simulering. Didremot
véljes sup T, sddan att sannolikheten for ruin efter denna tid ar forsumbar; sé
den &ndliga tidshorisonten torde ej paverka resultatet.

9Jfr 8 kap. 1 § forsiikringsrorelselagen (2010:2043).
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D(w) 0=1 P(u) 0=0.5
1.0 1 $=1(0.005) = 9 1.0 1 $71(0.005) = 15
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Ficur 3.2. Empirisk ruinsannolikhet ¢(u) jimfort med [teorem 3.24| (streckad)

och (heldragen) for olika sidkerhetsmarginaler 6 néir skadekostnaderna &r
exponentialfordelade med intensiteten v = 1.

Somliga observationer av Nir sikerhetsmarginalen 6 | 0 ndrmar
sig kurvan fran den ovre grinsen fran Detta ér forstis
vintat da C'i konvergerar mot 1 samtidigt. Vi finner ocksa en kraftig 6kning
i nodvindigt initialkapital v = ~1(0.005) nér 6 | 0. For § = 0.01 jimfort med
6 = 1 kréaves drygt 60 ganger storre kapital for samma trygghet. Vi ser &ven en
véldig 6kning i nodvindig storlek pa sup T, for samma forédndring av 6. Sarskild
avsevird var # = 0.01 som tog inemot 10 dygn (235 timmar) for att simulera
virdena i figuren. (Notera hur punkterna ligger strax under den teoretiska linjen
vilket indikerar att innu bredare tidsintervall och séledes fler simuleringar behoves
for fullstindig konvergens.)

Slutligen den mest centrala iakttagelsen fran[figur 3.2} de empiriska skattning-

arna ger en nistintill perfekt anpassning till teorem 3.24| (eventuella avvikelser
forsvinner nir ng,, — o00). Detta kan ses som tamligen ovéntat ty teoremet be-

skriver en limesrelation, men resultat &r detsamma for alla virden pa w. Det ar
tydligen s& att for exponentialférdelade skadekostnader s& dr ruinsannolikheten
exakt, d. v. s.

0
v = g e g ul (3.86)

nagot som bevisades av Cramgr i [12, s. 81] med utgang fran (3.76).
Vi avslutar detta kapitel om ruinteori med att empiriskt visajteorem 3.18|for ex-
ponentialfordelade skadekostnader; riskreserven dr approximativt Gaussiskt for-
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delat efter en lang tid. Liksom forut later vi A = v = 1. Vidare antager vi att
u,0 = 0 sadana att E[U(¢)] = 0 samt Var(U(t)) = 2t. Vi presenterar resultatet
frén 10 000 simuleringar i [figur 3.3] vid tidpunkten ¢ = 10 000. Som forvéntat
overensstimmer &ven hér empirin med teorin. Men teoremet ger som sagt blott en
approximation for dndliga ¢ vilket synes av nagra uteliggare i Q—Q-diagrammet.

103fuu>(¢)
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Fieur 3.3. Empirisk tithet fU(t) () och Gaussiskt Q—Q-diagram for riskreserven
U(t) med E[U(t)] = 0 och Var(U(t)) = 2t vid tiden ¢ = 10 000 nér skadekostnad-
erna &r exponentialfordelade med intensiteten v = 1.



Kapitel 4

Nollpunktsmetoden

En livforsdkring kan enkelt indelas i tva scenarion. I det forsta ar forsikrings-
bolagets utbetalningar kopplade till att den forsédkrade &r vid liv medan den andra
sammanfaller med den forsidkrades dod. For att erhalla en konservativ skattning
pa premien som skall finansiera utbetalningarna &ar det darfor fordelaktigt att for
forsdkringar som dr beroende av att den forsédkrade &r vid liv antaga lag dodlighet
och hog dodlighet dir utbetalningar gores vid dodsfallet. Men livforsidkringar kan
vara mer komplicerade &n s& och innefatta bada scenarion samt involvera flera liv.
Detta medfor fragor for vilket dodlighetsantagande som skall anvéindas och nér. I
detta kapitel undersokes en teknik uppfunnen av Cramer for att 16sa detta problem;
nollpunktsmetoden.

4.1 Olika former av livforsikringar

Inom livforsékring finnes det tvad huvudgrenar. Den forsta dr livsfallsforsikring
och kan enklast tdnkas som en pension. Den forsékrade gor under en férutbestdmd
period premieinbetalningar och erhaller (om han lever) utbetalningar fran z ars al-
der under en viss period eller livet ut. Detta stélles emot dodsfallsforséikring dar
den forsékrade inbetalar premier och det utbetalas ersidttning efter hans dod till ex-
empelvis hans hustru och minderariga barn som var beroende av hans férsorjning.
Det ar dven mojligt med forsidkringar som dr en kombination av de tva. Exempelvis
kan en assuranspolis (forsikringsbrev) giva ersittning till en man frén det att han
fyller z ar, dor han innan dess far hans hustru istéllet pengar.

4.2 Premiereserv

Léat V (t) beteckna premiereserven for en godtycklig forsikring vid tiden ¢ > 0
efter intradet. Hultman [32, s. 87] definierade premiereserven som "nuvérdet av
bolagets framtida forpliktelser minus nuvérdet av den forsidkrades framtida for-
pliktelser.” Bolagets forpliktelser innefattar hiarfor att gora utbetalningar till den
forsdkrade, medan den forsikrade &r forpliktigad att gora premieinbetalningar. En
ordentligare matematisk definition av premiereserven gavs av S. Asmussen och M.
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Steffensen [1, s. 125] och lyder

V(t) = [E[ / ek T qB(s)
t

5—3}, (4.1)

dér r(t) dr en deterministisk réantefunktion, B(t) en stokastisk variabel svarandes
mot samtliga utbetalningar subtraherat med inbetalade premier som gores under
perioden [0, ¢] och F, beskriver historiken fram till ¢. Givet en aktuariell premie ar
E[B(t)] = 0 och det finnes omedelbart innan forsékringens intride (t = 0—) att

V(0—) = 0. (4.2)

For fallet diar hela (aktuariella) premien inbetalas i form av en klumpsumma 7 vid
t = 0 har den forsidkrade inga fler forpliktelser didanefter och det géller att

V(0) = . (4.3)

I en livsfallsforsédkring déar den forsédkrade forvéntas leva lingre dn véntat el-
ler i en dodsfallsforsikring dir den forsikrade véintas avlida tidigare dn vintat,
géller det for en kontinuerligt inbetalad (aktuariell) premie att V'(¢) > 0. Bolaget
kan da ej ticka sin fordran enbart med hjilp av premien utan behéver nyttja andra
tillgangar. Fallet V(¢) < 0 innebér att den forsédkrade har en nettoforpliktelse mot
bolaget och skulle exempelvis kunna uppsta for en dodsfallsforsiakring dér det efter
intridet sker en ovintad minskning av dodligheten. En teknisk term for premie-
reserv som anvidndes inom forsékringsredovisning ar awvsdtining for ej intjinade
premaer.

4.3 Risksumma

Vi introducerar den sé kallade risksumman for en forsakrad som
R(t) :== D(t) — V (t), (4.4)

dér D(t) svarar mot dodsformdnen eller “premiereserven omedelbart efter ifra-
gavarande persons dodsfall, ddrest detta intraffar vid tiden ¢, innan &nnu nagon
utbetalning skett efter dodsfallet” [16, s. 17]. Salunda kan risksumman tolkas
som det belopp bolaget skall tillskjuta utover premiereserven om ett dodsfall in-
triaffar. Notera att for en ren livsfallsforsikring ar D(t) = 0, ty ingen part har
nagra forpliktelser efter dodsfallet, sd risksumman blir i detta fall blott

R(t) = —V(1). (4.5)

Ar R(t) > 0 foranleder dodsfallet tydligen en utgift for bolaget och forsikring-
en har vid detta tillfille karaktdren av en dodsfallsforsékring (dodsfallskaraktdr).
I fallet da R(t) < 0 innebér dodsfallet en inkomst for bolaget vilket karaktériserar
en livsfallsforsikring (levsfallskaraktdr). Risksumman kan generaliseras till att
omfamna en assuranspolis som svarar mot en godtycklig kombination av livsfalls-
och dodsfallsforsikringar samt involverar en eller flera personer (exempelvis en
forsorjare och hans familj); savél som tillimpas pa pensionsforsidkringar och liv-
rintor, jfr [32} ss. 202-203].
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4.4 Nollpunktsmetoden

Foljande tva stycken &r inspirerade av A. Martin-Lof |37} ss. 12-13]. Forestill
en assuranspolis som &r en godtycklig kombination av livfalls- och dodsfallsforsék-
ringar, involverar en person som vid intrédet &r x ar och vars fullstindiga premie
m inbetalas vid t = 0. (Mer generella poliser utelaimnas fran att inkluderas i denna
uppsats men dr emellertid fullt mojliga att modellera med metoden.) Vi vill d& be-
stimma premien vilket enligt fas av m = V(0). Det giller att premiereserven
V(t) satisfierar Thieles differentialekvation

%V(t) =r(t)V(t)— L(t) — plz +t)R(1), (4.6)
dar L(t) ar livsformanen och u(x + t) ar dodlighetsintensiteten for aldern z +
t. Tolkningen av ar att premiereserven éndras dels genom forrédntning av
ingdende premiereserv, dels genom utbetalningar nér den forsékrade dr vid liv.
Men den paverkas éven av den sista termen vars effekt beror pa R(t):s tecken. Ar
R(t) > 0 minskar fordndringen av V (¢) och tvarsom for R(t) < 0.

Lat den sanna dodligheten vara okénd, men med givna 6vre och undre begrins-
ningar sddana att u; (r+t) < p(x+t) < pup(x+t) for allat > 0. Vidare géller det
att lim, ,  V(¢) = 0 med den heuristiska motiveringen att varken bolaget eller den
forsdkrade har nagra forpliktelser langt efter den forsikrades dod (om vi antager
att dodsformanen har en éndlig tidsperiod, d. v. s. lim,_,  D(t) = 0). Givet dessa
antaganden vill vi erhalla en konservativt skattad premie.

Cramgrs 16sning var att variera u(x +t) efter tecknet pa R(t) med bang-bang-
kontroll, mer specifikt

B (x+t) om R(t) <O,
plz+t) = {Zg@ +4) om R(t)>0. (4.7)

(Nar R(t) = 0 forsvinner u(x + t)R(t) fran s virdet pad u(x + ¢) dr da
irrelevant.) Detta har effekten att en minskning i premiereserven blir extra kraf-
tig medan en 6kning i premiereserven blir mildare. Bagge tva bidrar till att oka
storleken pa V'(0) och darmed 7. Som motivering till nollpunktsmetoden héinvisade
Cramir [[16} s. 18] till rena livsfalls- och dodsfallsforsdkringar som anvénder olika
dodlighetsskattningar, jfr Li- och D-tabeller. For en ren livsfallsforsékring sittes
parametrarna i Makehams formel (se pé sida [9) annorlunda sédana att den
skattade dodlighetsintensiteten blir ligre &n for dodsfallsforsédkringen. (Cramir
[16, s. 9] menade att det dr praktiskt fordelaktigt om ¢ i Makehams formel dr den-
samma for de tva forsdkringarna, men det aterspeglades emellertid inte alltid av
datan.) Detta téink applicerade Cramgr pa livforsidkringar i allménhet fast dir va-
let av dodlighetsskattning istéllet gores efter om risksumman R(t) ar av livsfalls-
eller dodsfallskaraktér vid tiden ¢. Nér forsékringen har livsfallskaraktiar behand-
las den som en livsfallsforsikring och dodsfallsforsdkring vid dodsfallskaraktér.
Tidpunkten da R(t) byter tecken kallas for nollpunikten.
Crawmer skrev foljande om metoden i [16, s. 18]:



44 4. NOLLPUNKTSMETODEN

"[Nollpunktsmetoden] kan genomforas pa tillrickligt enkelt sitt for
flertalet i praktiken forekommande kombinerade forsédkringar pa ett liv
och dven vid vissa tvalivsforsékringar. I de fall, dir metodens exakta
tillaimpning skulle stélla sig alltfér komplicerad, kan dock en approxi-
mativ berdkning ske. Aven for premiereservberikning, vinstfordelning
m. m. ger nollpunktsmetoden rationella och i allménhet enkla regler.”

Nollpunktsmetoden har den praktiska fordelen att den endast kriver 16sningen till
en differentialekvation, till skillnad fran hogstpremie- och uppdelningsmetoden (se
avsnitt 4.5) som fordrar tva respektive minst tva ekvationer. (Detta argument &r
emellertid ej s& kraftfullt i modern tid dir en 16sning kan tagas fram ndrmast ome-
delbart numeriskt, men spelade betydande roll under Cramgirs samtid.) Som kritik
till metoden lyfte Cramir upp att den ger upphov till en diskontinuerlig dodlig-
hetsintensitet (jfr vilket torde anses obilligt. Men effekten pa premien
jamfort med en kontinuerlig 6vergang menade han var forsumbar da R(¢) ~ 0ien
omgivning kring nollpunkten. Det ger &ven en tillfredsstéllande l6sning att behand-
la alla dodlighetsantaganden pa samma sida om nollpunkten desamma. Slutligen
poidngterade CramEr att nollpunktsmetoden kunde (i alla fall da) stilla sig alltfor
komplicerad for vissa forsikringskombinationer. Med anledning av detta foreslog
Cramir att metoden ej skall goras obligatorisk for samtliga kombinerade forséik-
ringar utan ses som ett riktmérke som premien minst skall uppgé till.

4.5 Hogstpremie- och uppdelningsmetoden

I {16}, ss. 18-21] kontrasterade Cramir nollpunktsmetoden med tva av samtidens
ledande tekniker for val av dodlighetsantagande; hogstpremiemetoden och wpp-
delningsmetoden. Hogstpremiemetoden gir ut pd att berikna premien dels med
w(x +t) = pyp(x+t) och dels med p(x +t) = pp(z + t) och sedan vélja den
som ger hogst premie. Uppdelningsmetoden & andra sidan delar upp forsékring-
en i mindre delforsédkringar, berdknar premien for respektive delférsédkring med
lampligt dédlighetsantagande och sedan bestdmmer den totala premien som deras
summa. Lat 7, vara premien som erhalles fran nollpunktsmetoden, m; hogstpre-
miemetoden och 7, uppdelningsmetoden. D& giller det att

T, <7, <, (4.8)

CramEr menade emellertid att hogstpremiemetoden (namnet till trots) ofta re-
sulterar i alltfor lag premie och det &r saledes nodvindigt att inkludera ett séker-
hetstillaigg. Hur detta tilligg sedermera skall bestimmas &r inte alltid en baga-
tell. Uppdelningsmetoden har ocksa sina brister. Exempelvis dr den ej entydig da
uppdelningen kan ske godtyckligt. Hogst premie erhalles néar forsédkringen tude-
las sadan att livs- och dodsforméanerna ar var for sig med dodlighetsintensiteterna
wr (z+t) respektive pp(x+t). Denna metod menade Cramer skall anvindas som en
ovre grans for premien och podngterade att den ibland kan bli oskéligt hog. Uppdel-
ningsmetoden &ar fordelaktig ur tarifferingssynpunkt da genom att sammanstélla
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massa enkla forsikringar gar det sedan snabbt att bestimma premien for kombi-
nerade forsédkringar.

4.6 Numeriskt exempel

Vi avslutar denna uppsats med att illustrera nollpunktsmetoden pa foljande assu-
ranspolis och jamfor den framtagna premiereserven med hogstpremie- och uppdel-
ningsmetoden. Den forséikrade ingér i forsdkringen vid 65 ars alder och inbetalar
hela premien 7 vid ¢ = 0. Han erhdller direfter 1 krona arligen vilket utbetalas
kontinuerligt s& linge han lever, men som ldngst tills han fyller 90 ar. Dor den
forsdkrade innan dess utbetalas till yttermera visso en engdngssumma pa 10 kro-
nor. Réntan antagas vara konstant och pa fem procent. Detta uppligg ger upphov
till foljande differentialekvation av Thiele;

%V(t) = 0.05V/(t) — 1 — u(65+1)(10 — V (1)), (4.9)

med V (25) = 0. Dédlighetsskattningarna som anvéndes dr himtade fran 1937 ars
L- och D-tabeller vilka (for mén) definierades av Makehamformlerna [[16} s. 52]

1031 (65 4 t) = 1.5 4 0.041 - 100-042(65+1) (4.10)
103115 (65 + t) = 3 + 0.06 - 100-042(65+1), (4.11)

Notera att i detta exempel antagas dodlighetsintensiteten for enkelhetens skull
vara deterministisk och oberoende av kalenderperiod.

Vi loser numeriskt med hjilp av Eulers metod. Lat ¢, = 25 och Vj, =
V(ty) = 0 samt for k > 0;

Vi1 = Vi — f(ty, Vi) At, (4.12)

dar

 [0.05V, — 1 — 11y (65 +t,)(10—V,) om V; > 10,
Pt Vie) = {0.05Vk —1—pp(65+1,)(10 —V,) om V, < 10; (4.14)
och At > 0 &r ett litet tal (for resultaten nedan anvindes At = 0.01). Var efter-
sokta premie skattas siledes med V,5,5, ~ V(0) = 7.
For hogstpremiemetoden bestammes premien av 7 = max{V;(0),V,(0)}, dar
Vi (t) respektive V() satisfierar

%vlos) — 0.05V,(£) — 1 — pup (65 +£)(10 — V; (¢)), (4.15)
iVQ(t) = 0.05V,(t) — 1 — pup (65 + )(10 — Vy (t)). (4.16)

dt
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Uppdelningsmetoden ger & andra sidan som hogst 7 =V, (0) + V(0), dir

%VL(t) = 0.05V,(t) — 1+ 1y, (65 + )V (), (4.17)
%vp(w = 0.05V(t) — pup (65 +£)(10 — Vi (£)). (4.18)

Liksom med nollpunktsmetoden loses (4.15)—(4.18) numeriskt med Eulers metod.

Resultaten for de tre metoderna synes iffigur 4.1} Vi finner som véintat av
att uppdelningsmetoden ger hogst premie (15.23 kronor), f6ljt av nollpunktsmeto-
den (14.52 kronor) och lagst hogstpremiemetoden (14.44 kronor). Vidare finnes
det att nollpunkten for nollpunktsmetoden sker vid ¢ ~ 19. (Hur detta paverkar
dodlighetsantagandet visas iffigur 4.2]) Sélunda innebér kontrakt déir den forsék-
rade avlider fore 84 ars alder en vinst for bolaget och en forlust om han lever
laingre. For ¢t > 25 ar R(t) = 0, d. v. s. bolaget gar plus minus noll om den forsik-
rade lever langre dn 90 ar. Saledes skall vi enligt Cramgr [[16), s. 21] sétta premien
€ [14.52,15.23].

V(t) R(t)
16 101
14+ 8
12+ 6-
101 41
81 9
6.
0 :
] 25 t
4 o)
g
0 5 10 15 20 25t -6

Fieur 4.1. Approximerad premiereserv V(¢) och risksumma R(t) = 10 — V(¢)
for (4.9) utifran nollpunkts- (heldragen linje), hogstpremie- (prickad linje) samt
uppdelningsmetoden (streckad linje).
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Ficur 4.2. Illustration av pu(65+t) samt p; (654t) och pp(65+1¢) (prickade linjer)
med nollpunkten vid ¢ ~ 19.
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