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Sammanfattning

Den gemensamma faktormodellen &dr en naturlig utékning av Lee-
Cartermodellen for att modellera dodlighet i flera populationer. Den-
na modell inkluderar bade gemensamma och delpopulationsspecifika
termer vilket tillater olika delpopulationer att ha olika tidstrender i
dodlighet pa kort sikt, men en gemensam trend pa lang sikt. I detta
arbete utvirderas den gemensamma faktormodellen genom att under-
sOka hur skattningsfelet i parameterskattningar paverkas av varierande
populationsstorlek, hur antalet delpopulationsspecifika termer paver-
kar dess prediktiva forméaga och hur stort prediktionsfelet blir vid pro-
gnoser framéat i tiden. Dodlighetsdata for svenska mén och kvinnor och
for den totala populationen i Sverige, Norge, Finland och Danmark
har anvénts. Vi visar att skattningsfelet i parameterskattningarna for
den gemensamma faktormodellen starkt beror pa populationsstorlek.
Vi visar dven att antalet delpopulationsspecifika termer som ger lagst
Poissondevians varierar beroende pa vilket tidsintervall som anvéands
for att anpassa modellen men att en till tre delpopulationsspecifika,
termer kan ge en bra balans mellan prediktiv férmaga och att undvi-
ka Overanpassning. Slutligen visar vi att prediktionsfel i prognoser for
forvantad livslangd fradmst kommer fran variation i de tidsserier som
tillampas for att géra prognoser, och att fler delpopulationsspecifika
termer och Poissonvariation bidrar relativt lite till detta fel.
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1 Inledning

Mellan ar 1920 och 2020 har den forvintade livslingden i Sverige 6kat fran
58 till 82 ar (se Bilaga 1 for berdkningar) och 2120 forvintas den enligt
Statistiska Centralbyran [8] vara 93 ar. Hur denna siffra utvecklas har stora
konsekvenser inom liviérsikring och pension dar férsédkringstagarens forvan-
tade livsldngd &r central for att gora korrekta berdkningar gillande framtida
utbetalningar.

For att kunna sdga nagot om hur medellivslangden i en population utveck-
las 6ver tid anvinds dodlighetsmodeller. Dessa modeller inkluderar vanligtvis
termer som beror pa tid och alder, men kan dven inkludera termer som beror
pa andra faktorer. Dessa anpassas till historisk data och sedan kan de anvin-
das for att gora prognoser framat i tiden.

En sadan modell ar Lee-Cartermodellen (LC-modellen) som introducerades
av Lee och Carter 1992 i [3]. Den inkluderar enbart termer som beror pa tid
och alder for att skapa en enkel men kraftfull modell som ser stor anvindning
an idag. Sedan dess introduktion har LC-modellen utvecklats vidare i f6rsok
att gora den dnnu béttre i vissa avseenden. En sadan ar vid modellering av
olika men likartade populationer sasom mén och kvinnor i samma land eller
flera linder inom ett geografiskt omrade. Att anpassa separata LC-modeller
till varje delpopulation kan leda till 6kande skillnader i dédlighet, nagot som
inte Gverensstimmer med data, se [5]. Flera fordndringar till LC-modellen
har foreslagits for att motverka detta problem.

En sadan forbéttring introducerades av Li och Lee 2005 i [5], vars modell till
stor del liknar LC-modellen men som innehaller termer som dr gemensamma
for de olika delpopulationerna. Denna modell vidareutvecklades av Li 2013
i [4] till det som kommer att kallas den gemensamma faktormodellen (GF-
modellen, engelska: Poisson common factor model) hadanefter.

Syftet med detta arbete ar att utvirdera GF-modellen. Specifikt kommer vi
att utreda hur den paverkas av varierande populationsstorlek, hur antalet del-
populationsspecifika termer paverkar dess prediktiva férmaga och hur stort
prediktionsfelet blir vid prognoser framat i tiden.

Vi visar att skattningsfelet i parameterskattningarna for GF-modellen Skar
nar populationsstorleken minskar, men i olika grad for de olika parametrar-
na. Vi visar ocksa att antalet delpopulationsspecifika termer som ger lagst
Poissondevians dndras beroende pa vilket tidsintervall som anvinds for att
anpassa modellen, men att en till tre termer kan ge en bra balans mellan
prediktiv férméaga och att undvika Overanpassning. Slutligen visar vi att



prediktionsfel av prognoser for forvintad livslingd vid fodsel framst kom-
mer fran variation i de tidsserier som anvinds for att géra prognoser. Flera
delpopulationsspecifika termer och Poissonvariation bidrar relativt lite till
detta fel.

Vi borjar med att beskriva LC-modellen och GF-modellen i del 2, i del 3
beskrivs hur modellen anpassas till data, del 4 forklarar hur modellen kan
anvindas for att gora prognoser framat i tiden och hur vi berdknar forvintad
livsldngd, i del 5 beskrivs dodlighetsdatan som anvénds och i del 6 beskrivs
hur simuleringarna gjordes. Resultaten presenteras i del 7 och diskuteras i
del 8. Slutsats ges i del 9.

2 Dodlighetsmodeller

Dodlighetsmodeller &r modeller som beskriver dodligheten i nagon popula-
tion. Vanligtvis inkluderar dessa termer som beror pa alder, x, och tid, t.
Lat p, vara dodlighetsintensiteten for alder x och tid ¢ och lat m,; vara
kvoten mellan antalet dodsfall D, ; och riskexponeringen E, , fér x ar gamla
individer under ar ¢, dir riskexponeringen ar den totala tid som har levts av
x ar gamla individer under ar ¢, d.v.s.

m . -D:r,t
x,t — .
E:r,t

Fortsdttningsvis kommer vi att anvinda p,, for att beteckna dodlighetsin-
tensitet som antas vara styckvis konstant Gver ettarsintervall for alder och
tid, &ven om sann dodlighetsintensitet inte ar det.

2.1 Lee-Cartermodellen

I en artikel fran 1992 introducerade Lee och Carter i [3] sin modell for
dodlighet som numera kallas Lee-Cartermodellen (LC-modellen). Det som
sirskiljer deras modell fran tidigare modeller dr att den inte inkluderar vet-
skap om till exempel medicinska eller beteendemissiga inflytanden pa dod-
lighet utan gor minimala antaganden. Deras modell sdger att

log(fizr) = a(z) + b(@)k(t) + €y

diir €, dr en felterm med vintevirde 0 och varians o2. Modellparametrar-
na kan tolkas sa hir: a(z) &r den grundliggande formen for dodlighets-
intensiteten som en funktion av alder, k(t) beskriver hur dédlighetsintensiteten



utvecklas 6ver tid och b(x) beskriver hur mycket tidstrenden paverkar dodlighets-
intensiteten for olika aldrar. Av dessa bidrar a(z) som regel mest till dédlighets-
intensiteten medan b(x) och k(t) tillater den att fordndras sakta Gver tid.

I originalartikeln fran Lee och Carter anvinds &dldre metoder for modellan-
passning men sedan 2002, da Brouhns et al. |2] introducerade ett Poissonan-
tagande, dar antalet dodsfall modelleras direkt enligt

Dyt | Eyy ~ Poisson(Ey ¢piz¢),

dar p,: = exp (a(x) + b(x)k(t)), mojliggjordes modellanpassning med hjalp
av maximum-likelihood. LC-modellen har sett mycket anvindning tack vare
sina stabila prognoser med tillhérande konfidensintervall [3] och ser fortsatt
anvandning idag, men den har vissa tillkortakommanden. Ofta vill man mod-
ellera delpopulationer, sasom méin och kvinnor i samma land, olika da deras
dédlighet skiljer sig at. Om man anpassar separata Lee-Cartermodeller till
dessa delpopulationer har det visats vara problematiskt da dessa kan férut-
spa att skillnaden i dédlighet mellan delpopulationerna 6kar Gver tid, nagot
som inte stirks av data [5]. For att atgérda detta kan vi anviinda en modell
dér de olika delpopulationerna har bade gemensamma och specifika termer,
och en sadan ar den gemensamma faktormodellen.

2.2 Den gemensamma faktormodellen for flera
populationer

For att atgirda ett av Lee-Cartermodellens tillkortakommanden introducer-
ade Li och Lee i [5] modellen

log(pizti) = a(x,i) + B(x)K(t) + b(x,1)k(t, 1) + €x.p4

dér B(x) och K(t) & gemensamma for hela populationen och resten av ter-
merna ir specifika for delpopulation 7. Tanken bakom denna modell ar att
olika delpopulationer kan ha olika trender pa kort sikt som fangas av b(x,1)
och k(t,7), men en gemensam trend pa lang sikt. Modellparametrarna kan
tolkas pa ett liknande sitt som for Lee-Cartermodellen. Denna modell utveck-
lades vidare av Li i [4] som foreslog modellen

n

log(ttr.4) = a(x,i) + B(x)K(t) + > _ b(x,i, j)k(t, i, j)

Jj=1



som kan innehalla ett godtyckligt antal specifika termer f6r varje delpopula-
tion. Aven hér gor vi ett poissonantagande och modellerar antalet dodsfall
direkt enligt

Dx,t,i | Ex,t,i ~ POiSSOH(Ex,t,i,U:r,t,i)v (1)

dar fi,; = exp <a(x, i)+ B(x)K () + > 5, bz, 1, 5)k(t, i,j)) ,vilket mgjlig-
gor modellanpassning genom maximum likelihood och simulering av ny data
genom parametrisk bootstrap.

3 Modellanpassning

Nir Lee och Carter [3| introducerade sin modell skattade de parametrarna
genom att anvinda metoder som séllan anvinds idag. Numera anpassas den
vanligtvis med maximum likelihood och det gor dven den gemensamma fak-
tormodellen. For att kunna gora det behover vi log-likelihoodfunktionen. For
en Poissonmodell ges den av

Ufiai) = Z (Dzt,i 10g(Eu tifla i) — Eupifteri —10g(Dyyil))

z,t,i

dar

fia i = €Xp <d(x, i)+ B(x)K(t)+ > b,i,j)k(t, z’,j)) . (2)

J=1

Fran detta kan vi berdkna Poissondeviansen som blir

Dx % ~
1=2 % (1652 = (20

x,t
Da:ti
;:i ( % (Ex,t,iﬂmt?i) it bl 7t’) ( )

Modellparametrarna skattas genom att minimera (3). Notera att den gemen-
samma termen &r ekvivalent med motsvarande term i Lee-Cartermodellen
nir den anpassas till hela populationen.



3.1 Maximum likelihood

Poissonantagandet mojliggor modellanpassning genom maximum likelihood,
men pa grund av de bilinjéra termerna B(z) K (t) och 377, b(x, 4, j)k(t, 1, 7)
gar det inte att anpassa modellen direkt, utan istdllet skattas parametrar-
na iterativt genom Newton-Raphsonmetoden. De initialiseras till lampliga
virden, t.ex. konstanter och sedan uppdateras de enligt ekvationen

ol 2
o°l, 0l

98 _p_ (90
7 =0-r =9 (392) 00

802

tills Poissondeviansen konvergerar. Har &r 2t en (X (n+2) 4+ T(n+1)) x 1-

vektor och 395 en (X(n+2)+T(n+1)) x (X(n+2)+T(n+ 1))-matris,
diar X ar antalet av varje aldersberoende parameter och dar T adr antalet
av varje tidsberoende parameter. Maximum likelihood-skattningarna som
fas dr endast unika upp till en multiplikativ konstant och behéver genomga
transformationer for att bli identifierbara. Li [4] foreslar en restriktion déar
Y. Blx)=>_b(x,i,7) =1och >, K(t)=>,k(tij) =0, vilket uppfylls

efter transformationerna

)/ ) Blz), K %ZB — K(t)).

b(x,i, ) = bla,i,5)/ Y bla,i,5),  k(t.i,5) = > b(x,i,j)(k(td,5) — k(t,i, 5))
dir K(t) och k(t,i,7) &r medelvirdena &ver tid av K (t) och k(t,4, 7).

3.2 Algoritm

Li |4] beskriver en algoritm som anvénder (3.1) for alla termer och itererar
tills Poissondeviansen konvergerar. Dock menar Li att anvindning av denna
algoritmen kan resultera i problem med konvergens, och som ett alternativ
foreslas att den gemensamma faktorn skattas forst, f6ljt av de delpopulations-
specifika faktorerna en i taget. Denna alternativa algoritm har anvénts i detta
arbete och ser ut sa hér:

Del 1: Initiering av parametrarna

1. Initiera parametrarna enligt a(z,7) = £, log( e ’) dar T &ar antalet

ar som summeras, B(z) = b(z,i,j) = & och K( ) = k(t,i,5) = 0 for

alla x, ¢ och 7, och berdkna Ea:tz
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Del 2: Skattning av a(z,7) och gemensam term

2. Uppdatera a*(z,i) = a(z,1) + 32,(Dusi — Dusi)) Sy Dasi for alla z
och 7, och berikna ﬁmm

3. Uppdatera K*(t) = K(t) + 3, ;(Dosi — Dui) B(2)/ S, ; DusiB?(2)
for alla ¢, justerat sa att ), K* (t) = 0, och berékna thz

4. Uppdatera B*(z) = B(x) + 3 (Doi — Do) K()/ 3, DariK2(t) for

alla x, och beridkna ﬁmm
5. Berédkna Poissondeviansen.
6. Repetera steg 2-5 tills Poissondeviansen konvergerar.

Del 3: Skattning av delpopulationsspecifika termer

7. Uppdatera k*(t,i,j) = k(t, i, )43, (Dasi—Deri)b(x,, 7)) 32, Dusib®(,, 7)
for alla t, ¢ och j = 1, justerat sa att ), k*(¢,4,j) = 0, och berdkna
éa:,t,%

8. Uppdatera b*(z, 1, §) = b(x, 4, j)+3,(Dapi—Dari)k(t,3,5)) 3, Dusik?(t, i, 5)

~

for alla x, © och j = 1, och berékna D, ;.
9. Repetera steg 7 och 8 for alla viarden av j.
10. Berdkna Poissondeviansen.
11. Repetera steg 7-9 tills Poissondeviansen konvergerar.

12. Justera parameterskattningarna sa att ) B(z) = Y b(z,1,j) = 1
och Y, K(t) =), k(t,i,5) = 0.

I praktiken anvinde steg 6 och 11 tio repetitioner istéllet for tills konvergens.
Detta gjordes for att forenkla implementering och visade sig fungera bra,
sarskilt for laga virden av n (se bilaga 2 for mer information). Li [4] initierar
B(z) och b(z, 1, §) till o5 utan forklaring. Dock fungerade detta viirde bra och
har ej undersckts ndrmare.

De delpopulationsspecifika termerna anpassas till residualerna som fas av de
redan skattade termerna. Man kan séga att varje term forsoker forklara den
variation som dnnu inte har forklarats av tidigare termer. Detta resulterar i
att varje delpopulationsspecifik term bidrar mindre och mindre till den totala
dodlighetsintensiteten.



4 Prognoser

Utover att battre forsta en populations dodlighet syftar dodlighetsmodeller
till att gora prognoser for framtida dodlighet. For att gora detta antas a(z, 1),
B(zx) och b(z,1i,7) vara konstanta 6ver tid medan K(t) och k(¢,i,7) mod-
elleras som tidsserier. Da K (t) ska representera den langsiktiga trenden for
hela populationen och k(t,1,5) ska fanga kortsiktiga avvikelser anvinds oli-
ka tidsserier av typen autoregressiva modeller. Till dessa tillhér ARIMA-
modeller som bestidms av tre parametrar (p,d, q) dar p &r ordningen av den
autoregressiva delen, d dr graden av differentiering och ¢ ar ordningen av det
glidande medelvirdet. Beroende pa hur dessa parametrar viljs fas tidsserier
med olika egenskaper. Lee och Carter [3| foreslar en slumpvandring med drift
for k(t) i sin modell, vilket &r en ARIMA(0,1,0)-modell. Detta motsvarar en
vanlig slumpvandring men som har en linjar, vanligtvis negativ, trend.

Li [4], liksom Lee och Carter, tillimpar en slumpvandring med drift (ARI-
MA(0,1,0)) for den gemensamma termen,

K{t+h) =C+Kt+h—1)+ e, (4)

déar h ar antalet ar sedan prognosens start, ¢ dr det sista aret som anvindes
vid anpassning, C' #r driften och €;,; ~ N(0,0?). Detta kommer att ge alla
delpopulationer en gemensam langsiktig trend. De delpopulationsspecifika
termerna modelleras enligt,

k(t+h,i,j) = oo + aik(t+h— 1,0, ) + €yniy

dar oy, < 1 gor att den hér processen gar mot en konstant ver tid, vilket
medfor att det endast dr den gemensamma termen som bidrar pa lang sikt
[4], och dér €;;; ~ N(0,07;). Dessa kan nu anvindas for att gora prognoser
for dodlighetsintensiteten enligt

flatini = €XP (a(x, i)+ B(x)K(t+h) + > b(x,i, j)k(t+ b, i,j)) (5)

J=1

som kan jamforas med observerade virden eller anvindas for att simulera ny
data.
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4.1 Skattnings- och prediktionsfel

Prediktionsintervall for K (t4h) och k(t+h, i, j) kan fas explicit via standard-
tekniker, men detta dr betydligt svarare att gora for fi, s, som innehaller
flera tidsserier. Ett sitt att fa en uppfattning om prediktionsfelet i prognoser
for dodlighetsintensitet dr att simulera trajektorier for de olika tidsserierna
och sedan skatta den framtida dédlighetsintensiteten enligt (5). Prediktions-
intervall for dodlighetsintensiteten kan sedan fas genom att titta pa relevanta
percentiler.

Om vi tittar pa den gemensamma faktormodellen med n = 0 har vi bara en
term som beror pa tid, ndmligen K (t), som modelleras som en slumpvandring
med drift enligt (4). Vi kan skriva om den i sluten form som

K(t+h)=({t+hC+) e

da vi paborjar slumpvandringen vid h = 1. Variansen fas av

Var(K (t + h)) = Var(hC + Z €)
) i=1
= Var(z €)
= ho? )

da alla ¢; antas vara oberoende och likaf('jrdeladNG. Detta kan nu anvindas for
att berikna (1 — a)% prediktionsintervall for K (¢t + h) som fas av

[(t+h)C — & (1 — %)\/Ea, (t+h)C+d (1 — %)\/Ea] (6)

dar @ dr den kumulativa férdelningsfunktionen fér en standard normalférdel-
ning. Detta géller som sagt for n = 0 men da varje ytterligare term bidrar
mindre och mindre till dodlighetsintensiteten bor prediktionsintervallen for
n > 0 folja ett liknande monster, alltsa att felet vixer med roten ur tiden.

4.2 Forvantad livslangd

Vara prognoser resulterar i doédlighetsintensiteter men ofta dr vi mer in-
tresserade av forvintad livslingd. Dodlighetsintensiteterna kan anvindas for

11



att berdkna den forvintade livsldngden, e, ,, dir ey, dr den forvéntade livs-
lingden vid fodsel for nagon som féds ar ¢. Detta gors periodvis vilket betyder
att endast dodlighetsintensiteter fran det ar som vi berdknar den forvintade
livslingden for anvinds. Om dddligheten minskar 6ver tid i en population
kan denna metod underskatta den forvintade livslangden. Ett alternativ dr
att gora berdkningar kohortvis vilket kan ge mer realistiska viarden, men
det ar begransande da vi maste gbéra prognoser alternativt vinta tills hela
kohorten har détt for att kunna berdkna forvintad livslingd pa detta vis.
Sannolikheten att Gverleva fran alder z till x + 1 beskrivs i ekvation (1.5),
kapitel 1.1.2 av Aalen et al. [1] som

z+1
Ppy = exp <— / My,tdy>

och om vi antar att dodlighetsintensiteten dr konstant over ettarsintervall
kan vi approximera sannolikheten enligt

P:c,t ~ eXp(_,ux,t)-

Sannolikheten att 6verleva fran fodsel till alder x ges av

x x
H Px’,t ~ H eXP(_Mx',t)~
z'=0 z'=0
och nu kan vi berdkna vintevirdet av ey, som ar

o™ Y [ exp(—par), (7)
=0 z/=0
dar xpa ar den hogsta aldern som antas kunna uppnas. Har antas dven att
antalet dodsfall ar likafordelat inom varje ettarsintervall for tid och alder.
Alla berdkningar av forvintad livslangd vid fodsel i detta arbete har gjorts
genom att tillimpa (7).

Lat oss aterigen beakta den gemensamma faktormodellen nir n = 0. Om
vi antar att a(z,i) och B(x) ar kinda och att felet i prognoserna for den
forviintade livslingden endast beror pa K (t) kan vi approximera variansen
av eq:. Enligt Lo et al. [6] ges variansen av eg;ip, av

12



Var(eg14h) = Z (68[?0(;)) - Var(K(t + h))

> (sita) 1

o ho? (8)

vilket betyder att variansen av den férvintade livslingden vixer linjart med
antalet ar sedan prognosens start. Detta giller endast for n = 0, men da
varje ytterligare term bidrar mindre och mindre till den skattade dédlighets-
intensiteten dr det rimligt att variansen for n > 0 foljer ett liknande méonster.

5 Dodlighetsdata

Ddédlighetsdata hittas pa Human Mortality Database (HMD) [7]. Hér finns
data fran manga olika linder och i manga olika format, men i detta arbete
anvands svensk dodlighetsdata fér méan och kvinnor och dédlighetsdata for
den totala populationen i Sverige, Norge, Finland och Danmark. Specifikt &r
vi intresserade av antal dodsfall och riskexponering i ettarsintervall fér tid och
alder. Aven data for populationsstorlekar hittas pa HMD. Dédlighetsdatan
striacker sig dnda tillbaka till 1751, men i detta arbete kommer vi framst att
anvinda data fran 1950 och framat. Vi kommer dven att begransa oss till
att titta pa data for aldrarna 0-99 da data for hogre aldrar inte finns for alla
artal.

Koén Antal
Mén 5312519
Kvinnor | 5239188
Totalt | 10551707

Tabell 1: Antal svenska invanare, 2023.

Tabell 1 visar antalet svenska invanare 2023. Antalet svenska mén och kvin-
nor ar valdigt lika, sa darfor &r det intressant att dven titta pa data fran fyra
olika populationer vars storlekar skiljer sig at.

Figur 1 visar logaritmen av den observerade dddlighetsintensiteten som en
funktion av alder for aren 1980, 1990, 2000, 2010 och 2020 fér mé&n och
kvinnor. For de flesta aldrar sjunker dodlighetsintensiteten 6ver tid, vilket
indikeras av att kurvorna skiftar nedat. dodlighetsintensitetskurvorna har
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Figur 1: Logaritmen av ddidlighetsintensiteten som en funktion av dlder for
nagra olika dar, svensk data for mdn och kvinnor.

ungefir samma form fér mén och kvinnor med en relativt hog dodlighet for
nyfodda som sedan sjunker for barn for att sedan borja dka igen. For kvinnor
okar dodligheten i en jdmn takt medan den for mén 6kar snabbt runt 20 ars
alder innan den planar ut for att sedan borja oka igen. dodlighetsintensiteten
kan anvidndas for att rdkna ut forvantad livslingd, en storhet som &r mer
lattolkad.

Figur 2 visar hur den férvintade medellivslingden har utvecklats for svenska
kvinnor och méan ar 1980-2023. Skillnaden i férvintad livslidngd vid fodsel
mellan mén och kvinnor ser ut att sakta minska under denna tidsperiod.

Land Antal
Sverige | 10551707
Norge 5550203
Finland | 5603851
Danmark | 5961249
Totalt 27667010

Tabell 2: Antal invanare, 2023.

Tabell 2 visar antalet invanare i Sverige, Norge, Finland och Danmark 2023.
Norge, Finland och Danmark har alla liknande antal invanare medan Sverige
har betydligt fler.

Figur 3 visar logaritmen av dodlighetsintensiteten som en funktion av alder
for aren 1980, 1990, 2000, 2010 och 2020 for Sverige, Norge, Finland och
Danmark. For alla fyra lidnder syns en skarp 6kning i dédlighet runt 20 ars
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Figur 2: Forvintad livslingd vid fidsel © Sverige, 1980-2023.

alder som sedan planar ut, likt det som observerades i figur 1a.

Figur 4 visar hur den forvintade livslangden har utvecklats for Sverige, Norge,
Finland och Danmark under aren 1950-2023. I borjan av tidsperioden var den
forvantade medellivslingden snarlik i Sverige, Norge och Danmark medan
den var betydligt ldgre i Finland. Sedan har Finland sett en kraftig 6kning
och har gatt om Danmark under delar av tidsperioden. Sedan 1980 har de
fyra landerna haft liknande forvintad medellivslingd, dnnu en indikation att
gemensam faktormodellen &r tillimplig.

6 Simuleringsstudie

For att testa den gemensamma faktormodellen (GF-modellen) i nagra olika
avseenden kommer en simuleringsstudie att utféras. Syftet med detta ar att fa
forstaelse for hur populationsstorlek paverkar parameterskattningarna, att se
hur modellens prediktiva formaga paverkas av antalet delpopulationsspecifika
termer och hur stort prediktionsfelet blir vid framatblickande prognoser.
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Figur 3: Logaritmen av dédlighetsintensiteten per land som en funktion av
alder fér nagra olika ar, data fran Sverige, Norge, Finland och Danmark.

Simuleringarna gjordes i R och paketen StMoMo, Tidyverse, Demography,
Forecast, Reshape2 och HMDHFDplus anvéndes for datahantering och visu-
alisering. Ett paket for anpassning av GF-modellen hittades ej, sa algoritmen
i del 3.2 behdvde implementeras.

6.1 Populationsstorlek

For att undersoka hur populationsstorlek paverkar parameterskattningarna
gjordes en simulering diar GF-modellen anpassades till simulerad dodlighets-
data med olika populationsstorlekar. GF-modellen med n = [0] anpassades
till svensk dédlighetsdata for man och kvinnor fran 1950-2000, och separat
till dodlighetsdata fran Sverige, Norge, Finland och Danmark, enligt algorit-
men beskriven i del 3.2. Vi anvinder n = 0 hir da det anses tillrackligt for
att se effekten av en mindre population. Dessutom bidrar de delpopulations-
specifika termerna mindre och mindre till dodlighetsintensiteten. Den anpas-
sade modellen ger skattningar for de olika parametrarna som kan anvindas
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Figur 4: Forvintad livslingd vid fidsel © nagra olika linder, 1950-2023.

for att skatta fi,+,; enligt (2). Med denna kan vi simulera ny dédlighetsdata
genom att tilldmpa parametrisk bootstrap. Om vi antar att riskexponeringen
ar given kan vi anvinda en variant av (1) vilket ger

D;{,t,z’ | Eg{,t,i? [ ti ™ POiSSOH(Eg{,t,iﬂw,t,i)
dar Ej:“ = % och f = [1,4,16,64] dr en faktor som motsvarar forén-

dringar av populationsstorleken. Dessa anviindes for att pa nytt anpassa en
GF-modell med n = 0 vilket upprepades 1000 ganger {f6r varje f for att kunna
skapa 95% konfidensintervall for varje parameter. Konfidensintervallen ska-
pades genom att titta pa de 2.5:e och 97.5:e percentilerna av de skattade
parametrarna vilket gjordes punktvis for varje ar/alder.

6.2 Antalet termer

GF-modellen ar en flexibel modell diar antalet termer kan viljas fritt, men
denna flexibilitet medfor ett problem: hur ska detta antal bestimmas? Detta
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undersoktes genom att GF-modellen med n = [0, 1, ..., 8] anpassades till sven-
sk data och data fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran olika tidsin-
tervall. Dessa anvindes sedan for att gora prognoser framat i tiden, vilket
beskrevs i del 4, som sedan utvirderades mot observerad data fran 2001-2023,
ibland kallat out-of-sample. Utvéirdering skedde genom att beridkna Poisson-
deviansen for varje tidsintervall och virde av n. Prognoserna utvirderades
mot observerad data fran samma tidsperiod sa att Poissondeviansen blir
direkt jimfoérbar. Detta gjordes da ett av de huvudsakliga syftena med dod-
lighetsmodeller dr att gora framatblickande prognoser. Dessutom leder fler
parametrar alltid till l4gre Poissondevians ndr vi utvdrderar modellen pa
samma data som anvindes for anpassningen, sa darfor ar out-of-sample Pois-
sondevians ett battre matt pa modellens prediktiva formaga.

6.3 Prognosernas fel

For att undersoka prediktionsfel i framatblickande prognoser anpassades GF-
modellen med n = [0,2] till svensk dddlighetsdata och separat till dodlig-
hetsdata fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1980-2000. Sedan
simulerades 1000 trajektorier for K (t) och k(t,i,j) som anvindes for att
berdkna den framtida dédlighetsintensiteten enligt (5) som i sin tur anviindes
for att berdkna den forvintade livslingden vid fodsel enligt (7). Fran dessa
fas ett medelviarde och 95% prediktionsintervall genom att titta pa 2.5:e och
97.5:e percentilerna. Detta inkluderar endast prediktionsfel fran tidsserierna
och ej Poissonvariation.

For att fa med prediktionsfel fran Poissonvariation gjordes &nnu en simu-
lering. Forst anpassades GF-modellen med n = [0, 2] till svensk dodlighets-
data och separat till dodlighetsdata fran Sverige, Norge, Finland och Dan-
mark fran 1980-2000. Fran den anpassade modellen skattades dédlighetsin-
tensiteten enligt (2). Sedan gjordes en parametrisk bootstrap dir nya dod-
santal simulerades 1000 ganger enligt D;{‘g}i | Eyii ~ Poisson(Ey ¢ iflsii)-
Tillsammans med den observerade riskexponeringen kan dessa anviéndas for
i = gﬁf
sin tur anviandes for att pa nytt anpassa en GF-modell med n = [O,Q]. Den
anpassade modellen anvindes sedan for att gora prognoser for framtida dod-
lighet enligt (5) som i sin tur anvindes for att berdkna framtida forvintad
livslangd vid fodsel enligt (7). Fran dessa simuleringar far vi ett medelvérde
och 95% prediktionsintervall genom att titta pa 2.5:e och 97.5:e percentil-
erna. Detta gors for att se om prediktionsfelet till f6ljd av Poissonvariation
bidrar pa ett markbart satt till det totala prediktionsfelet i framatblickande

prognoser.

att beridkna nya simulerade dodlighetsintensiteter enligt som i
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7 Resultat

I denna del kommer resultaten fran foregaende dels simuleringar att presen-
teras. Har motsvarar ¢ = [1, 2] svenska mén respektive kvinnor for resultaten
fran svensk data, och i = [1,2,3,4] motsvarar Sverige, Norge, Finland och
Danmark for resultaten fran de fyra linderna.

7.1 Populationsstorlek

Inom statistik leder generellt sett mindre data till samre skattningar. Sverige
som land har en relativt liten population vilket kan leda till stora skattnings-
fel, sirskilt for unga aldrar dir antalet dodsfall ar lagt.

Faktor

Alder Alder

(a) a(z,1) (b) a(z,2)

B(x)

Figur 5: Parameterskattningar for olika populationsstorlekar, svensk data for
man och kvinnor.

Figur 5 visar skattningen av modellparametrarna for olika simulerade populations-
storlekar. Figur 5a, 5b och 5¢ visar skattningar for a(z, 1), a(x, 2) respektive
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B(z). Dessa parametrar beror pa alder. Hir ser vi att en mindre populations-
storlek leder till mer skattningsfel da de hoppar upp och ner fran en alder
till nasta. Detta &dr tydligast for yngre aldrar dir antalet dédsfall redan ar
lagt. For hogre aldrar verkar populationsstorleken ha mindre paverkan. Fig-
ur 5d visar skattningen for K (¢) som beror pa tid. Aven hir medfér mindre
populationsstorlek storre skattningsfel, men har verkar effekten vara konstant
over tid. Detta kan troligtvis forklaras med att dodsfall ar relativt jamnt ut-
spridda over tid, medan det skiljer sig stort mellan olika aldrar.

Faktor Faktor

P ™ A .
Alder Alder

(a) a(z,1)

Faktor

B(x)

Figur 6: Parameterskattningar med 95% konfidensintervall for olika
populationsstorlekar, svensk data for mdn och kvinnor.

Figur 6 visar skattningarna av modellparametrarna pa svensk dodlighetsdata
for mén och kvinnor tillsammans med 95% konfidensintervall fran simulerad
data med olika populationsstorlekar. I figur 6a och 6b ser vi att skattningsfe-
len for a(z, 1) och a(x, 2) 4r storre for yngre aldrar, vilket &r sdrskilt tydligt for
f = 64. For hogre aldrar verkar skattningsfelen vara mindre, dven fér mindre
populationsstorlekar. Figur 6¢ visar skattningen av B(x) dér skattningsfelet
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ar storre for yngre aldrar, men fortsatt relativt dven for dldre aldrar och skill-
naden mellan populationsstorlekarna ser ut att vara markant for alla aldrar.
Figur 6d visar skattningen av K (t) dir skattningsfelet dr konstant 6ver tid
och storre for mindre populationsstorlekar.

Figur 7 visar skattningarna av modellparametrarna pa dddlighetsdata fran
Sverige, Norge, Finland och Danmark tillsammans med 95% konfidensinter-
vall fran simulerad data med olika populationsstorlekar. I figur 7a, 7b, 7c och
7d ser vi att skattningsfelen for a(z, 1), a(z,2), a(z,3) och a(z,4) ar storre
for yngre aldrar, sirskilt for mindre populationsstorlekar, vilket liknar det
som observerades i figur 6a och 6b. For édldre aldrar verkar skattningsfelen
vara sma, aven for mindre populationsstorlekar. Figur 7e visar skattningen
av B(z) dar skattningsfelet dr storre for yngre aldrar, men relativt hog for
alla aldrar, sirskilt for f = 64. Dock dr den mindre &n den som observerades
i figur 6¢, vilket troligtvis beror pa att den totala population &dr storre. Fig-
ur 7f visar skattningen av K (¢) dér skattningsfelet dr konstant Gver tid och
storre for mindre populationsstorlekar, vilket liknar det som observerades i
figur 6d.

7.2 Antal specifika termer

Till skillnad fran Lee-Carter-modellen kréver den gemensamma faktormod-
ellen att vi gor ett aktivt val, ndmligen att bestimma antalet delpopulations-
specifika parametrar. Nagon definitiv metod for att gora detta verkar ¢j finnas
men ett tillvigagangssatt dr att titta pa modellens prediktiva férmaga.

0 1 2 3 4 ot 6 7

1950-2000 | 25156 25817 22126 21934 21926 21928 21903 21902 21902

1960-2000 | 22626 21398 18585 18591 18595 18570 18569 18566 18564

1970-2000 | 22053 21167 19659 19670 19668 19653 19653 19653 19654

1980-2000 | 18375 18068 17967 17984 17969 17968 17970 17970 17993

1990-2000 | 24619 24386 24380 24379 24380 24372 24391 24414 24415

Tabell 3: Out-of-sample Poissondevians fér olika virden av n och olika tidsin-
tervall for modellanpassning, svensk data fér mdan och kvinnor. Fetstilt indik-
erar den ligsta Poissondeviansen for varje tidsintervall.

Tabell 3 visar out-of-sample Poissondevians for olika antal delpopulations-
specifika termer nér den gemensamma faktormodellen har anpassats pa dodlig-
hetsdata for svenska mé&n och kvinnor fran olika tidsintervall. Virdet av n
som ger ldgst Poissondevians skiljer sig mycket beroende pa vilket tidsinter-
vall som anvandes vid modellanpassningen. Nar modellen anpassades med
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Figur 7: Parameterskattningar for olika populationsstorlekar med 95% konfi-
densintervall, data fran Sverige, Norge, Finland och Danmark.
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data fran 1950-2000 och 1960-2000 dr Poissondeviansen som ldgst for de
hogsta virdena av n som testades och skulle dirmed kunna vara dnnu légre
for hogre viarden av n. Dock &r det stor skillnad i Poissondeviansens storlek
mellan dessa. For anpassningsperioden 1970-2000 ar det n = [5, 6, 7] som ger
lagst Poissondevians och for 1980-2000 och 1990-2000 ar det n = 2 respektive
n = 3 som ger lagst Poissondevians, dir den forstndmnda dven ar den lagsta
Poissondeviansen i hela simuleringen.

n 0 1 2 3 4 3 6 7 8
1950-2000 | 138994 91200 82711 82581 82300 82314 82289 82288 82286
1960-2000 | 116161 81080 77320 77299 77242 77196 77193 77177 77180
1970-2000 | 78829 63523 64850 64702 64596 64588 64585 64592 64595
1980-2000 | 66456 65770 65556 64935 64947 64958 64956 64960 64961
1990-2000 | 48936 47829 47872 47895 47868 47886 47892 47866 47843

Tabell 4: Out-of-sample Poissondevians fér olika virden av n och olika tidsin-
tervall for modellanpassning, data fran Sverige, Norge, Finland och Danmark.
Fetstilt indikerar den ldgsta Poissondeviansen for varje tidsintervall.

Tabell 4 visar out-of-sample Poissondevians for olika antal delpopulations-
specifika termer nir den gemensamma faktormodellen har anpassats pa dodlig-
hetsdata fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran olika tidsintervall.
Virdet av n som ger ldgst Poissondevians skiljer sig &ven har mycket beroende
pa vilket tidsintervall som anvindes vid modellanpassningen. Nar modellen
anpassades med data fran 1950-2000 och 1960-2000 &r Poissondeviansen som
lagst for n = 8 respektive n = 7 och dessa har relativt lika Poissondevians.
For anpassningsperioderna 1970-2000 och 1990-2000 &r det n = 1 som ger
lagst Poissondevians och for 1980-2000 ar det n = 4 som ger lagst Poissonde-
vians. Poissondeviansen ér klart lagst for tidsperioden 1990-2000, en skillnad
mot tabell 3 dér alla tidsperioder hade relativt lika ldgsta Poissondevians.
Detta kan bero pa att befolkningarna i de olika linderna &r réitt sa olika fram

till under lang tid, vilket vi sag i figur 4.

7.3 Prognosernas fel

I en del figurer i detta avsnitt ser prognoserna ut att vara skiftade upp eller
ner fran den observerade datan. Detta beror pa hur prognoserna gors och
ar ett resultat av att hur K(¢) anpassas. Nir prognoserna gors modelleras

K(t + h) som en slumpvandring med drift med vintevirde (¢ + h)C och da
virdet av K (t) for det sista aret i anpassningsperioden vanligtvis ar lite ligre
eller hogre an tC resulterar det i att prognoserna ser ut att vara skiftade upp

23



eller ner.

NI
\ \ N
\ \
N \
d livslangd

N

Forvantad livslangd
N
N

v\

2010 2020 5 o 2
Ar Ar

(a) Mén, n =0 (b) Kvinnor, n =0

Férvantad livslangd
tad livslingd

Forviint

980 1900 2000 2010 2020 5 9 2
Ar Ar

(c) Man, n =2 (d) Kvinnor, n = 2

Figur 8: Forvintad livslangd vid fodsel, observerad och prognos med 95%
prediktionsintervall, exklusive Poissonvariation.

Figur 8 visar observerad forvantad livslangd vid fodsel for 1980-2023 samt
prognoser for aren 2001-2023 med 95% prediktionsintervall for mén och kvin-
nor dir gemensam faktormodellen med n = [0, 2] har anpassats till data fran
1980-2000. Prognoserna och tillhérande prediktionsintervall har fatts med
hjilp av parametrisk bootstrap vilket beskrivs i forsta stycket av del 6.3. I
figur 8a och 8b ser vi att prediktionsintervallen ser ut att vara proportion-
erliga mot roten ur tiden sedan prognosens start, vilket &r vintat enligt (6).
I figur 8c och 8d ser prediktionsintervallen ut att folja ett liknande monster
och det verkar inte vara nagon storre skillnad i prediktionsfel mellan n = 0
och n = 2 for varken méan eller kvinnor. De observerade virdena &r inom
prediktionsintervallen hela tidsperioden for bade mén och kvinnor, bade for
n =0 ochn=2.

Figur 9 visar observerad forviantad livsldngd vid fodsel for 1980-2023 samt
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Figur 9: Forvintad livslingd vid fodsel med 95% prediktionsintervall, inklusive
Poissonvariation.
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prognoser for aren 2001-2023 med 95% prediktionsintervall for mén och kvin-
nor dir gemensam faktormodellen med n = [0, 2] har anpassats till data fran
1980-2000. Prognoserna och tillhdrande prediktionsintervall har fatts med
hjilp av parametrisk bootstrap vilket beskrivs i andra stycket av del 6.3.
I figur 8a och 8b ser vi att prediktionsintervallen ser ater igen ut att vara
proportionerliga mot roten ur tiden sedan prognosens start, vilket dr véntat
enligt (6). I figur 8c och 8d ser prediktionsintervallen ut att f6lja ett liknande
monster. De observerade viardena ar inom prediktionsintervallen hela tidspe-
rioden for bade mén och kvinnor, bade for n = 0 och n = 2. Till skillnad fran
figur 8 ser prediktionsintervallen ut att vara bredare for n = 2 &n for n =0
for bade méan och kvinnor.

Medellivslangd
Medellivslangd

Ar Ar

(a) Sverige (b) Norge

Medellivslangd
Medellivslangd
\

Ar ’ ’ Ar

(¢) Finland (d) Danmark

Figur 10: Forvintad livslangd vid fodsel med 95% prediktionsintervall, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark, exklusive Poissonvariation.

Figur 10 visar observerad forviantad livslangd vid fodsel for 1980-2023 samt
prognoser for aren 2001-2023 med 95% prediktionsintervall for den totala
populationen i Sverige, Norge, Finland och Danmark dar gemensam faktor-
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modellen med n = 0 har anpassats till data fran 1980-2000. Prognoserna och
tillhérande prediktionsintervall har fatts med hjilp av parametrisk bootstrap
vilket beskrivs i forsta stycket av del 6.3. I figur 10a, 10b, 10c och 10d ser vi
att prediktionsintervallen ser ut att vara proportionerliga mot roten ur tiden
sedan prognosens start, vilket dr vintat enligt (6). Den observerade datan
for Sverige ar bekvimt inom prediktionsintervallet under hela tidsperioden,
medan den dr ndrmare granserna for de andra linderna. Detta kan vara en
konsekvens av att Sverige har en storre population &n de andra ldnderna.
Formen pa prediktionsintervallen &r liknande for de fyra linderna.

Medellivslangd
Medellivslangd
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(a) Sverige

Medellivslingd
Medellivslingd
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Ar Ar

(c) Finland (d) Danmark

Figur 11: Forvintad livslaingd vid fodsel med 95% prediktionsintervall, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark, exklusive Poissonvariation.

Figur 11 visar observerad forvintad livslangd vid fodsel for 1980-2023 samt
prognoser for aren 2001-2023 med 95% prediktionsintervall for den totala
populationen i Sverige, Norge, Finland och Danmark diar gemensam faktor-
modellen med n = 2 har anpassats till data fran 1980-2000. Prognoserna och
tillhorande prediktionsintervall har fatts med hjilp av parametrisk bootstrap
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vilket beskrivs i forsta stycket av del 6.3. T figur 11a, 11b, 11c och 11d ser vi
att prediktionsintervallen ser ut att vara proportionerliga mot roten ur tiden
sedan prognosens start, vilket &r véntat enligt (6). Den observerade datan
for Sverige dr bekvamt inom prediktionsintervallet under hela tidsperioden,
medan den dr ndrmare granserna for de andra landerna. I stort ar figur 11
valdigt lik figur 10 vilket tyder pa att det inte &r nagon storre skillnad i
prediktionsfel mellan n = 0 och n = 2 for de olika linderna, likt det som
observerades i figur 8.
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Figur 12: Forvintad livslangd vid fodsel med 95% prediktionsintervall, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark, inklusive Poissonvariation.

Figur 12 visar observerad forvantad livslangd vid fodsel for 1980-2023 samt
prognoser for aren 2001-2023 med 95% prediktionsintervall for den totala
populationen i Sverige, Norge, Finland och Danmark dar gemensam faktor-
modellen med n = 0 har anpassats till data fran 1980-2000. Prognoserna och
tillhérande prediktionsintervall har fatts med hjilp av parametrisk bootstrap
vilket beskrivs i andra stycket av del 6.3. I figur 12a, 12b, 12c¢ och 12d ser
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vi att prediktionsintervallen ser ut att vara proportionerliga mot roten ur
tiden sedan prognosens start, vilket dr véntat enligt (6). Den observerade
datan for Sverige dr bekvimt inom prediktionsintervallet under hela tidspe-
rioden, medan den dr ndrmare grinserna fér de andra linderna. Formen pa
prediktionsintervallen ar liknande for de fyra linderna. Om vi jamfor med
figur 10 ser vi att prediktionsfelen ar ungefir lika stora vilket tyder pa att
det mesta av prediktionsfelen i prognoserna inte kommer fran parameter-
skattningarna utan fran tidsserierna.
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Figur 13: Forvintad livslangd vid fodsel med 95% prediktionsintervall, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark, inklusive Poissonvariation.

Figur 13 visar observerad forvantad livslangd vid fodsel for 1980-2023 samt
prognoser for aren 2001-2023 med 95% prediktionsintervall for den totala
populationen i Sverige, Norge, Finland och Danmark dar gemensam faktor-
modellen med n = 2 har anpassats till data fran 1980-2000. Prognoserna och
tillhérande prediktionsintervall har fatts med hjilp av parametrisk bootstrap
vilket beskrivs i andra stycket av del 6.3. I figur 13a, 13b, 13c och 13d ser vi
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att prediktionsintervallen ser ut att vara proportionerliga mot roten ur tiden
sedan prognosens start, vilket &r vintat enligt (6). Den observerade datan
for Sverige dr bekvimt inom prediktionsintervallet under hela tidsperioden,
medan den dr ndrmare grinserna for de andra landerna. I stort ar figur 11
valdigt lik figur 10 vilket tyder pa att det inte &r nagon storre skillnad i
prediktionsfel mellan n = 0 och n = 2 {fér de olika ldnderna, likt det som
observerades i figur 8. Om vi jamfér med figur 11 ser vi att prediktionsfelen
ar ungefar lika stora vilket tyder pa att det mesta av prediktionsfelen i prog-
noserna inte kommer fran parameterskattningarna utan fran tidsserierna. Vi
kan ocksa jamfora med figur 12 dar vi ser att prediktionsfelen dr ungefér lika
stora, vilket ater igen tyder pa att det mesta av prediktionsfelen i prognoserna
inte kommer fran parameterskattningarna utan fran tidsserierna.

8 Diskussion

Syftet med detta arbete var att utreda den gemensamma faktormodellen
(GF-modellen). Som i alla statistiska modeller dr dataméngden avgorande for
sikerheten i parameterskattningarna och sa ar &ven fallet for GF-modellen.
Detta syns tydligt i figur 6 dar konfidensintervallen ar bredare for alla parame-
trar f6r mindre populationsstorlekar vid lagre aldrar, vilket beror pa det laga
antalet dodsfall i dessa aldrar. Den storsta paverkan syns i figur 6¢ dar konfi-
densintervallet for f = 64 &r brett for alla aldrar, men sarskilt for yngre. Om
vi jAmfor resultaten i figur 6a-6b med de i figur 7a-7d ser vi att skattningsfe-
len ser ut att vara jimforbara. Detta dr vintat da dessa parametrar skattas
individuellt for varje delpopulation och antalet invanare i de olika ldnderna
och antalet svenska mén och kvinnor &r relativt lika, férutom Sveriges totala
antal invanare som ar ungefir dubbelt sa stort som resten av populationerna
men som ej har resulterat i en markbar skillnad. Om vi istéllet jamfor fig-
ur 6¢ och figur 6d med figur 7e och 7f ser vi att skattningsfelen dr mindre
for Sverige, Norge, FInland och Danmark adn for svenska man och kvinnor.
Detta beror pa att dessa parametrar skattas gemensamt och den totala pop-
ulationen ar storre for de olika ldnderna dn for svenska méin och kvinnor.
GF-modellen kan ddarmed vara ett rimligt val f6r modellering av ldnder med
sma populationer da de kan modelleras gemensamt med andra linder, vilket
minskar skattningsfelen av de gemensamma termerna. Dock ar det viktigt
att notera att olika delpopulationer som modelleras gemensamt boér ha lik-
nande dodlighet, men det &r svart att avgoéra. Méan och kvinnor i samma
land eller olika ldnder i ett geografiskt omrade kidnns som naturliga val for
GF-modellen, men mer formella metoder for att avgora om tva eller flera
populationer ar tillrackligt lika for att modelleras gemensamt verkar saknas.
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Att titta pa om sadana metoder &r rimliga och i sa fall hur de kan se ut ar
en intressant framtida uppgift.

En nackdel med GF-modellen dr att den kriver att vi gor ett aktivt val
av hur manga delpopulationsspecifika termer som ska anvindas. Li [4] séger
att overparametrisering av modellen ska undvikas, men att tillrdckligt manga
delpopulationsspecifika termer anvinds for att fanga datans huvudsakliga at-
tribut. I detta arbete har vi understkt hur antalet av dessa termer kan viljas
om vi bara tittar pa GF-modellens prediktiva formaga. I tabell 3 ser vi att
antalet delpopulationsspecifika termer som ger lagst Poissondevians varierar
mellan 2 och 8 beroende pa vilket tidsintervall som anvinds vid modellan-
passing. En tumregel dr att anvinda som antal ar for modellanpassning som
for prognosens langd och det tidsintervall som dr ndrmast detta ar 1980-2000
som faktiskt ger lagst Poissondevians for n = 2, vilket indikerar att ldgre
varden av n ér att foredra. Daremot dr Poissondeviansen inte sérskilt myck-
et storre ndr GF-modellen anpassas pa data fran 1960-2000 med n = 8 vilket
tyder pa motsatsen. Det som ar sant for alla tidsintervall ar att om Poisson-
deviansen minskar efter n = 2 eller n = 3 sa &r det endast marginellt, och
da vi vill undvika 6veranpassning &r troligtvis ldgre virden av n att foredra.
Nagot liknande kan ses i tabell 4 dar virdet av n som ger lagst Poissonde-
vians varierar mellan 1 och 8 beroende pa vilket tidsintervall som anvinds
vid modellanpassning. Den lagsta Poissondeviansen fas for n = 1 och tidsin-
tervallet 1990-2000, men till skillnad fran tabell 3 &r detta betydligt ldgre
an det lagsta virdet for de andra tidsintervallen. I tabell 4 dr Poissonde-
viansen for de olika tidsintervallen relativt jimt for n >= 3. Utifran dessa
resultat verkar det som att n = [1,2, 3] ar rimliga virden som ger bra predik-
tiv formaga utan att modellen Overparametriseras, men detta kan saklart se
annorlunda ut for annan data. Det vore intressant att undersoka hur virdet
av n kan bestdmmas utifran annat dn prediktiv férmaga, exempelvis genom
att titta pa Poissonresidualer, eller genom att kombinera flera matt for att
avgora det optimala viardet av n.

En av de viktigaste tillimpningarna av dédlighetsmodeller &r att gora prog-
noser framat i tiden, och dessa prognoser innehaller prediktionsfel. I och
med hur prognoserna gors dr det flera faktorer som bidrar till prediktions-
felet och detta arbete har undersokt tva av dessa, ndmligen fel som &r en
foljd av tidsserier och Poissonvariation. Antalet delpopulationsspecifika ter-
mers paverkan pa prediktionsfelet har ocksa undersokts da fler sadana ter-
mer resulterar i fler tidsserier som bidrar till prognoserna. Figur 8 visar 95%
prediktionsintervall for n = 0 och n = 2 for svenska mén och kvinnor nér
Poissonvariation ar exkluderad och om vi jamfor figur 8a och 8b med figur 8c
och 8d vi ser att prediktionsintervallen mdojligtvis &r nagot bredare for n = 2
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an for n = 0 f6r bade mén och kvinnor. Detta dr dock inte helt tydligt och
skulle kunna se annorlunda ut f6r en storre simulering. Figur 9 visar 95%
prediktionsintervall for n = 0 och n = 2 for svenska mén och kvinnor nér
Poissonvariation ar inkluderad och om vi jamfor figur 9a och 9b med figur 9¢
och 9d ser vi aterigen att prediktionsintervallen &r nagot bredare for n = 2 én
for n = 0. Detta indikerar att fler delpopulationsspecifika termer ger storre
prediktionsfel. Om vi jamfor figur 8a-8d med figur 9a-9d ar det svart att se
nagon tydlig skillnad i prediktionsfelen mellan de tva figurerna, vilket tyder
pa att Poissonvariation har en relativt liten paverkan pa prediktionsfelen.
Detta kan se annorlunda ut fér mindre populationer da vi vet fran resul-
taten av simuleringen beskriven i del 6.1 att populationsstorlek har en stor
paverkan pa prediktionsfel orsakad av Poissonvariation. Dessa skillnader, om
de finns, dr &nnu mindre tydliga i simuleringen baserad pa data fran Sverige,
Norge, Finland och Danmark. Om vi jamfor figur 10a-10d med figur 11a-11d
syns ingen tydlig skillnad i prediktionsintervallens bredd mellan n = 0 och
n = 2 for nagot land, vilket tyder pa att det i detta fall inte 4r nagon skillnad
i prediktionsfel mellan n = 0 och n = 2 for nagot land. Samma sak géller for
figur 12a-12d och figur 13a-13d dir Poissonvariation &r inkluderad. Om vi
jamfor figur 10a-10d med figur 12a-12d ser vi att det inte 4r nagon mérkbar
skillnad i prediktionsfel mellan de tva figurerna, vilket tyder pa att Poisson-
variation aterigen har en relativt liten paverkan pa prediktionsfelen. Samma
sak géller for figur 11a-11d och figur 13a-13d dér Poissonvariation dr inklud-
erad. Skillnaden mellan resultaten fran simuleringen baserad pa svensk data
och simuleringen baserad pa data fran Sverige, Norge, Finland och Danmark
kan bero pa att den totala populationen ar storre for de olika landerna till-
sammans an for Sverige, vilket skulle kunna leda till att Poissonvariation &r
mindre for de olika linderna tillsammans &n fér Sverige. Dock ar det svart att
sidga med sidkerhet da prediktionsintervallen endast bygger pa 1000 prognoser
och det dr mojligt att resultaten skulle se annorlunda ut med fler prognoser.
Det vore intressant att undersoka hur prognosernas prediktionsintervall hade
paverkats av storre och mindre populationsstorlekar och om en storre skill-
nad hade i prediktionsintervallens bredd hade synts for storre virden av n.
Da den storst bidragande faktorn till prediktionsfelen ar tidsserierna vore det
dven intressant att se hur detta hade paverkats om vi valt att anvinda andra
tidsserier 4n de som anvints i detta arbete.

9 Slutsats

Den gemensamma faktormodellen &r en naturlig utokning av Lee-Cartermodellen
for gemensam modellering av likartade populationer. Den inkluderar en gemen-
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sam faktor som skattas gemensamt for alla populationer och ett godtyckligt
antal delpopulationsspecifika termer. I detta arbete har vi undersokt skat-
tningsfel orsakad av Poissonvariation nér populationsstorleken varierar nér
vi anvinder svensk data for mén och kvinnor och data fér den totala popula-
tionen i Sverige, Norge, Finland och Danmark. Skattningsfelen okar i form av
bredare konfidensintervall fér de olika parametrarna néir populationsstorleken
minskar. For alla populationsstorlekar &ér det tydligt att konfidensintervallens
bredd beror till stor del pa hur mycket data som finns tillgdngligt. De parame-
trar som beror pa alder har bredare konfidensintervall vid légre aldrar, vilket
beror pa att det ar farre dodsfall i dessa aldrar, medan skattningsfelen for de
parametrar som beror pa tid ar jimna 6ver tid. Skattningsfelen fér de parame-
trar som skattas gemensamt for alla delpopulationer beror pa populations-
storleken i den totala populationen, medan skattningsfelen fér de parametrar
som skattas individuellt for varje delpopulation beror pa populationsstorleken
i respektive delpopulation. Detta innebér att den gemensamma faktormod-
ellen kan anviandas pa lander med sma populationer som kan modelleras
gemensamt med andra ldnder, vilket minskar skattningsfelen f6r de gemen-
samma termerna.

Vi har ocksa undersokt hur manga delpopulationsspecifika termer som ar rim-
liga att anvinda nir vi gor prognoser framat i tiden. Ocksa har anvidndes sven-
sk data fér mén och kvinnor och data for den totala populationen i Sverige,
Norge, Finland och Danmark. Det antal delpopulationsspecifika termer som
ger lagst Poissondevians varierar starkt beroende pa vilket tidsintervall som
anvinds vid modellanpassning och det skulle troligtvis se annorlunda ut for
annan data. Utifran resultaten i detta arbete verkar det som att n = [1,2, 3]
ar rimliga viarden som ger bra prediktiv formaga samtidigt som vi undviker
att modellen 6verparametriseras.

Till sist har vi undersdkt hur prediktionsfelet i prognoserna paverkas av
tidsserier och Poissonvariation nér vi anvinder svensk data for mén och kvin-
nor och data for den totala populationen i Sverige, Norge, Finland och Dan-
mark.. Resultaten visar att det &r svart att se nagon tydlig skillnad i predik-
tionsfel mellan n = 0 och n = 2 for nagon delpopulation. Skillnaden kan
mojligtvis bli storre for n > 2 men da varje ytterligare delpopulationsspeci-
fik term bidrar mindre och mindre till den skattade dddlighetsintensiteten ar
det inte sidkert. Det gar inte heller att se nagon tydlig skillnad i prediktionsfel
for de olika delpopulationerna med eller utan Poissonvariation vilket tyder
pa att Poissonvariation bidrar relativt lite till prediktionsfelet.

33



Referenser

[1] Aalen, O., O. Borgan och H. Gjessing (2008). Survival and Event History
Analysis: A Process Point of View. Springer.

|2| Brouhns, N., M. Denuit och J. Vermunt (2002). ”A Poisson log-bilinear re-
gression approach to the construction of projected lifetables”. I: Insurance:
Mathematics and economics 31(3), 373-393.

[3] Lee, R. och L. Carter (1992). "Modeling and forecasting US mortality”. I:
Journal of the American statistical association 87(419), 659—671.

|4] Li, J. (2013). ”A Poisson common factor model for projecting mortality
and life expectancy jointly for females and males”. I: Population studies
67(1), 111-126.

[5] Li, N. och R. Lee (2005). "Coherent mortality forecasts for a group of
populations: An extension of the Lee-Carter method”. I: Demography 42(3),
D75-594.

|6] Lo, E., D. Vatnik, A. Benedetti och R. Bourbeau (2016). ”Variance models
of the last age interval and their impact on life expectancy at subnational
scales”. I: Demographic Research 35, 399-454.

[7] Statistiska Centralbyran (u.a.). Dddlighetsdata fran Statistiska Central-
byran. Data himtad via Human Mortality Database, www.mortality.org,
den 2025-03-17.

|8] Statistiska centralbyran (2025). Befolkningens livslingd (medellivslingd) —
Statistikdatabasen. Himtad 5 maj 2025. URL: https://www.statistikdatabasen.
scb.se/pxweb/sv/ssd/START__BE__BE0401__BE0401A/BefProgLivslangdNb/
table/tableViewLayoutl/.

34



Bilagor
Bilaga 1 - Forviantad livsliangd
Forvantad livsliangd vid fodsel har rdknats ut med (7).

Ar ‘ Forvintad livslangd
1920 58.37
2020 81.92

Tabell 5: Forvintad livslingd vid fédsel, Sveriges totala population.

Tabell 5 visar den férvintade livslangden vid fodsel for Sveriges totala popu-
lation for aren 1920 och 2020. Den foérvintade livsldngden vid fodsel har 6kat
med 6ver 23 ar under denna tidsperiod.

Bilaga 2 - Modellkonvergens

Alla tabeller 1 detta avsnitt visar varden som ar avrundade nedat till ndrmaste
heltal.

Anpassning med svensk data for min och kvinnor

ITteration 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10

n=>0 89159 22366 17583 17504 17499 17498 17498 17498 17498 17498 17498

n=1 17498 7253 7197 7196 7196 7196 7196 7196 7196 7196 7196

n =2 7196 6101 5767 5746 5744 5743 5743 5743 5743 5743 5743

n=3 5743 5497 5421 5391 5365 5340 5324 5316 5312 5311 5310

n=4 5310 5159 5083 5054 5036 5022 5013 5006 5002 5000 4999

n=>5 4999 4860 4793 4770 4756 4748 4743 4739 4737 4734 4732

n==6 4732 4617 4557 4532 4512 4495 4482 4473 4467 4463 4460

n="1 4460 4355 4300 4278 4260 4246 4236 4230 4226 4223 4221

n=3~8 4221 4127 4075 4055 4041 4031 4023 4018 4015 4012 4011

Tabell 6: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, svensk
data for man och kvinnor fran 1950-2000.

Tabell 6 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av n nér
gemensam faktormodellen har anpassats pa doédlighetsdata for svenska mén
och kvinnor fran 1950-2000. Fér n = 0 konvergerar Poissondeviansen redan
efter 5 iterationer. For n = 1 och n = 2 har ser Poissondeviansen ut att ha
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konvergerat efter 10 iterationer, men fér hogre virden av n ser det ut som
att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.

Iteration 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=>0 54222 11575 9682 9663 9662 9662 9662 9662 9662 9662 9662
n=1 9662 5376 5348 5346 5346 5H345 5345 5345 5345 5345 5345
n=2 5345 4429 4273 4257 4253 4252 4252 4252 4252 4252 4252
n=3 4252 4085 4037 4018 4005 3994 3985 3976 3969 3963 3959
n=4 3959 3802 3751 3731 3719 3711 3704 3700 3696 3694 3692
n=>5 3692 3565 3511 3486 3471 3460 3451 3444 3438 3435 3432
n=~6 3432 3320 3273 3251 3237 3229 3224 3220 3218 3217 3216
n=717 3216 3122 3083 3067 3056 3050 3045 3042 3039 3036 3033
n=-3y 3033 2949 2911 2893 2879 2869 2862 2857 2854 2852 2850

Tabell 7: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, svensk

data for mdn och kvinnor fran 1960-2000.

Tabell 7 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av n néar
gemensam faktormodellen har anpassats pa dodlighetsdata for svenska méan
och kvinnor fran 1960-2000. For n = 0 konvergerar Poissondeviansen redan
efter 4 iterationer. Foér n = 1 och n = 2 har ser Poissondeviansen ut att ha
konvergerat efter 10 iterationer, men for hogre virden av n ser det ut som
att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.

Iteration 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=>0 28351 4987 4428 4426 4426 4426 4426 4426 4426 4426 4426
n=1 4426 3604 3569 3565 3564 3563 3563 3563 3563 3563 3563
n=2 3563 3144 3052 3036 3032 3031 3031 3031 3031 3031 3031
n=23 3031 2850 2803 2786 2779 2776 2774 2773 2772 2772 2771
n=4 2771 2656 2628 2614 2606 2599 2593 2585 2576 2567 2558
n=>5 2558 2448 2412 2392 2382 2375 2372 2369 2367 2365 2364
n==~6 2364 2268 2240 2224 2213 2205 2200 2196 2193 2191 2189
n="7 2189 2101 2074 2054 2036 2021 2011 2003 1999 1995 1994
n==3y 1994 1909 1883 1867 1852 1841 1835 1832 1830 1828 1828

Tabell 8: Poissondevians efter varje iteration fir olika virden av n, svensk

data for man och kvinnor fran 1970-2000.

Tabell 8 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av n nér
gemensam faktormodellen har anpassats pa doédlighetsdata for svenska mén
och kvinnor fran 1970-2000. Fér n = 0 konvergerar Poissondeviansen redan
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efter 3 iterationer. For n = 1 och n = 2 har ser Poissondeviansen ut att ha
konvergerat efter 10 iterationer, men for hogre virden av n ser det ut som
att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.

Iteration 0 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10
n=>0 11997 2652 2500 2499 2499 2499 2499 2499 2499 2499 2499
n=1 2499 2306 2241 2206 2179 2158 2145 2139 2136 2134 2133
n=2 2133 1964 1934 1909 1893 1886 1883 1882 1881 1881 1881
n=3 1881 1749 1728 1715 1705 1696 1688 1684 1681 1679 1679
n=4 1679 1567 1548 1536 1529 1525 1522 1520 1519 1518 1518
n=>5 1518 1421 1407 1396 1387 1380 1373 1367 1362 1359 1356
n==~6 1356 1265 1252 1238 1223 1212 1204 1199 1196 1194 1192
n=717 1192 1104 1094 1086 1078 1069 1060 1054 1050 1048 1047
n=-=~8 1047 964 957 951 946 941 936 932 928 925 923

Tabell 9: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, svensk
data for mdan och kvinnor fran 1980-2000.

Tabell 9 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av n néar
gemensam faktormodellen har anpassats pa dodlighetsdata for svenska méan
och kvinnor fran 1980-2000. F6r n = 0 konvergerar Poissondeviansen redan
efter 3 iterationer. Fér hogre virden av n ser det ut som att Poissondeviansen
inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.

Iteration 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
n=>0 2935 1120 1094 1094 1094 1094 1094 1094 1094 1094 1094
n=1 1094 948 913 898 891 889 888 887 887 88T 887
n=2 887 779 T63 THT 7H3 750 748 745 742 738 733
n=3 733 636 621 608 600 595 593 592 591 591 590
n=4 590 509 499 492 488 484 481 479 476 474 472
n=>5 472 397 386 378 373 369 367 365 364 363 362
n=~6 362 295 287 282 280 278 277 277 276 276 276
n="1 276 220 215 211 209 207 205 204 203 203 202
n==3, 202 150 146 143 139 135 130 127 125 124 124

Tabell 10: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, svensk

data for man och kvinnor fran 1990-2000.

Tabell 10 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av n
nir gemensam faktormodellen har anpassats pa dodlighetsdata for svenska
mén och kvinnor fran 1990-2000. For n = 0 konvergerar Poissondeviansen
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redan efter 2 iterationer. For n = 1 och ser Poissondeviansen ut att ha
konvergerat efter 10 iterationer, men for hogre virden av n ser det ut som
att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.

Anpassning med data fran Sverige, Norge, Finland och Danmark

Iteration 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
n=>0 213174 51428 37440 36990 36939 36933 36932 36932 36932 36932 36932
n=1 36932 18084 17298 17233 17227 17226 17226 17226 17226 17226 17226
n=2 17226 13656 12860 12712 12689 12684 12683 12683 12683 12683 12683
n=23 12683 11676 11271 11205 11182 11154 11118 11087 11067 11056 11051
n=4 11051 10585 10282 10173 10121 10090 10073 10065 10062 10060 10060
n=>5 10060 9742 9591 9534 9509 9495 9486 9480 9477 9474 9473
n==~6 9473 9214 9103 9055 9029 9013 9000 8989 8980 8973 8965
n="7 8965 8745 8655 8608 8573 8547 8529 8518 8510 8504 8499
n=23y 8499 8294 8210 8165 8130 8103 8083 8068 8057 8049 8043

Tabell 11: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1950-2000.

Tabell 11 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika véirden av
n nir gemensam faktormodellen har anpassats pa dddlighetsdata for fran
Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1950-2000. For n = 0 konvergerar
Poissondeviansen redan efter 6 iterationer. Fér n = 1 och n = 2 har ser
Poissondeviansen ut att ha konvergerat efter 10 iterationer, men fér hogre
varden av n ser det ut som att Poissondeviansen inte har konvergerat helt
efter 10 iterationer.

Tabell 12 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av
n nar gemensam faktormodellen har anpassats pa dodlighetsdata for fran
Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1960-2000. For n = 0 konvergerar
Poissondeviansen redan efter 5 iterationer. Fér n = 1 och n = 2 har ser
Poissondeviansen ut att ha konvergerat efter 10 iterationer, men fér hogre
virden av n ser det ut som att Poissondeviansen inte har konvergerat helt
efter 10 iterationer.

Tabell 13 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika véirden av
n nir gemensam faktormodellen har anpassats pa dddlighetsdata for fran
Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1970-2000. For n = 0 konvergerar
Poissondeviansen redan efter 3 iterationer. For hogre viarden av n ser det ut
som att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.
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ITteration 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=>0 132213 30873 25479 25406 25403 25402 25402 25402 25402 25402 25402

n=1 25402 12664 12108 12064 12060 12060 12059 12059 12059 12059 12059

n=2 12059 9159 9013 9010 9009 9010 9010 9010 9010 9010 9010

n=3 9010 8498 8318 8254 8204 8152 8108 8082 8069 8063 8060

n=4 8060 7698 7543 7485 7443 7412 7394 7383 7374 7368 7364

n=>9 7364 7094 6972 6937 6924 6916 6912 6909 6907 6905 6904

n==~6 6904 6712 6616 6566 6534 6513 6499 6490 6482 6477 6473

n="1 6473 6297 6216 6173 6140 6116 6097 6083 6073 6065 6060

n ==~ 6060 o890 3816 5775 5744 5721 5705 5694 5687 5682 5678

Tabell 12: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1960-2000.

ITteration 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=>0 64965 16489 15076 15071 15071 15071 15071 15071 15071 15071 15071

n=1 15071 8030 7904 7892 7884  T873 784 7829 7806 7793  T788

n =2 7788 6643 6396 6362 6357 6356 6356 6356 6356 6356 6356

n=3 6356 5999 5855 5804 5776 5763 5758 5755 57H3 5750 5746

n=4 5746 5492 5359 5304 5274 5258 5248 5243 5240 5238 5237

n=> 0237 5019 4923 4892 4878 4869 4864 4860 4857 4854 4852

n==06 4852 4676 4585 4538 4513 4498 4488 4482 4477 4473 4470

n=71 4470 4311 4234 4197 4179 4166 4154 4144 4136 4128 4122

n==~8 4122 3982 3910 3867 3843 3829 3820 3814 3809 3805 3803

Tabell 13: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1970-2000.

Tabell 14 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av n néar
gemensam faktormodellen har anpassats pa dédlighetsdata for fran Sverige,
Norge, Finland och Danmark fran 1980-2000. Fér n = 0 konvergerar Pois-
sondeviansen redan efter 2 iterationer. Fér n = 1 har ser Poissondeviansen
ut att ha konvergerat efter 10 iterationer, men for hogre virden av n ser det
ut som att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.

Tabell 15 visar Poissondeviansen efter varje iteration for olika virden av
n nar gemensam faktormodellen har anpassats pa dodlighetsdata for fran
Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1990-2000. For n = 0 konvergerar
Poissondeviansen redan efter 2 iterationer. Fér hogre viarden av n ser det ut
som att Poissondeviansen inte har konvergerat helt efter 10 iterationer.
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Iteration 0 1 2 3 4 > 6 7 8 9 10
n=>0 24454 7514 7245 7245 7245 7245 7245 7245 7245 7245 7245
n=1 7245 4955 4828 4808 4803 4801 4800 4800 4799 4799 4799
n=2 4799 4301 4178 4132 4117 4111 4107 4103 4100 4097 4095
n=3 4095 3754 3677 3646 3633 3626 3623 3620 3619 3618 3618
n=4 3618 3367 3330 3310 3297 3287 3280 3276 3273 3271 3269
n=>5 3269 3060 3024 3003 2989 2976 2964 2952 2940 2931 2924
n==~6 2924 2725 2689 2668 2654 2644 2636 2630 2626 2622 2620
n="17 2620 2445 2413 2393 2379 2366 2354 2342 2331 2323 2317
n==~8 2317 2150 2114 2088 2069 2056 2048 2043 2039 2036 2033

Tabell 14: Poissondevians efter varje iteration for olika virden av n, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1980-2000.

Iteration 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
n=>0 7030 2855 2813 2813 2813 2813 2813 2813 2813 2813 2813
n=1 2813 2228 2201 2191 2185 2179 2174 2170 2166 2164 2163
n=2 2163 1845 1806 1786 1775 1766 1756 1745 1737 1732 1730
n=3 1730 1484 1472 1463 1457 1452 1448 1445 1442 1440 1438
n=4 1438 1212 1195 1185 1178 1173 1168 1164 1161 1158 1155
n=>5 1155 964 946 932 922 915 910 905 901 897 895
n==6 895 729 715 Y06 697 691 686 683 681 679 678
n="17 678 529 521 516 511 504 497 491 486 483 480
n==3y 480 341 325 322 319 316 313 310 307 305 303

Tabell 15: Poissondevians efter varje iteration for olika vdrden av n, data
fran Sverige, Norge, Finland och Danmark fran 1990-2000.
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