MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Diskret matematik, Matematik I, 4 hp
Avd. Matematik den 13 augusti 2024
Examinator: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.

1. Los foljande problem.

(a) Ge exempel pa tva sammansatta tal a och b sa att SGD(a,b) = 1.
(b) Formulera Fermat’s lilla sats.

(c) Beréikna resten da 49 delas med 31.

Lésning. (a) Man kan ta t.ex a =4 och b=9.

(b) Om p ér ett primtal och a &r ett heltal sd att a ej delas av p, da géller
a?~! =1 (mod p).

(c) Eftersom 31 ar ett primtal, giller enl. Fermat’s lilla sats att
498 = 43(4%9)?2 =5, 4% . 12 = 64 =5, 2.

Alternativt, 4% = 2120 = (25)2 = (32)?* =3, 1** = 1, dir =3, indikerar
att talen ger samma rest modulo 31.
2. Polynomet 223 — 32? — 62 + a har x = % som nollstalle. Finn talet a samt
polynomets 6vriga nollstéallen.

Losning. Vi satter in z = % i polynomet. Detta ger

3 2 2 2
; —3-3——6-§+a:—7——7—9+a:a—9.

2.
23 22 2 4 4

Eftersom 3/2 ska vara vara ett nollstélle maste a = 9. Polynomet &r alltsa
22" — 32% — 61 49,

och det innehaller 2z — 3 som faktor. Polynomdivision med detta ger kvoten
22 — 3 s de tva sista rotterna dr £4/3.

3. Los ekvationen |22 — 1|+ |z — 1| =z + 1 for z € R.

Lésning. Uttrycken inom absolutbeloppen byter tecken vid z = —1 och = =
1, respektive. Vi delar upp i tre fall.

o Fall z < —1: Har blir ekvationen
(22 —1)—(z—1)=2+1 <= 2> -22-1=0 <= z=1+V2.

Ingen av losningarna uppfyller x < —1.

Lycka till!



e Fall —1 <z < 1: Har blir ekvationen
—(@ =) —(r—1)=z+1 <= 2’ +20-1=0 <= =142

Enbart x = /2 — 1 ligger inom intervallet.
o Fall 1 < z: Har blir ekvationen

(-4 (@x—-1)=2+1 < 2°-3=0 < z==4V3.
Bara /3 ar 16sning inom intervallet.

Ekvationen har losningarna x = V3 samt x = /2 — 1.

1
. Bestam for vilka 2z € C vi har att — + Z ar ett reellt tal.
z

Lésning. Vi bryter ut zZ och far att
1 1
+Z:z<—|—1> =7(|z| >+ 1),
z 2z

da z -z = |z|*. Eftersom |z|72 + 1 &r reellt, ricker det att z ska vara reellt.
Detta sker bara om talet z sjéalv ar reellt (och nollskilt).

. Bokstaverna P, E, N, N, A, N kan man satta samman och bilda kombinationer
med 6 bokstéver (ord). Hur ménga ord

(a) kan skapas totalt?
(b) uppfyller att P star direkt till vinster om E?
(c) uppfyller att P star forst eller N star sist (eller bada)?

Svaren ska anges med heltal. Inget svar éverstiger 300.

Lésning. (a) Ordet innehéller 6 bokstéver, men vi har att NNN &r tre lika
bokstéver s totala antalet ord &r & = 61/6 = 5! = 120.

(b) Vi betraktar PE som om det vore en bokstav som kan placeras ut. Detta
ger g—: = 20 olika sadana ord.

(c) Antal ord dar P star forst ar 5!/3! = 20, d& vi maste bilda ord genom
att kasta om ENNAN. Liknande, antal ord déar N star sist ar 5!/2! = 60,
da vi maste bilda ord genom att kasta om PENNA. Slutligen, antal ord
dar P star forst och N star sist fas genom omkastning av ENNA, vilket ger
41/2! = 12 ord. Inklusion-exklusion ger nu att totala antalet ord vi soker
ar

20+ 60 — 12 =68

da vi bland de 20 4 60 orden med antingen P forst eller N sist, dubbel-
raknar de 12 ord som uppfyller bada kraven.

(5p)



6. Visa med hjalp av induktion att (5p)
Yok-2t=(n-1)-2"+1 (%)
k=1

géller for alla heltal n > 1. Ange tydligt basfall samt induktionsantagande.
Lésning. Vi har basfallet n = 1. Vénsterledet och hogerledet ar bada 11 (x).

Vi antar nu att formeln ovan géller for ett fixt varde pa n > 1. Vi vill nu
visa att nastfoljande fall ocksa géller, dvs.

n+1
ST k-2t = (n) - 2m 41 (1)
k=1

Vi har nu att

n+1

k-2t = (Zk-Q’“) +(n+1)-2"=Mm+1)-2"+1+(n—1) 2"
k=1 k=1

byts ut enl. antagande

Hogerledet kan skrivas om,
(n+1)-2"+1+(n—1)-2" = (n+1)+(n—1))-2"+1 = 2n-2"+1 = n- 2" 41,

sd vi har nu visat (1). Basfallet samt induktionsprincipen ger nu att den
slutna formeln for summan géller for alla n > 1.



