MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Diskret matematik, Matematik I, 4 hp
Avd. Matematik 2024-10-25
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Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.

1. (a) Ge exempel pa tre olika primtal pq, pa, p3 s& att p; + ps + ps ocksa ar ett
primtal.

(b) Bestim ({1, 2,3,7,8} N{2,3,4, 9}) U{2,10,11}.

16 k
(¢) Lat z =144 € C och berdkna summan » <Z> .
im0 \V2

Léosning. (a) Man kan ta till exempel 345+ 11 = 19.
(b) Det blir {2,3,10,11}.

(c) Formeln for geometrisk summa ger oss att summan ar % Om

z=1+1sdir z/v/2 =™/, Alltsd 4 summan
(em/4)17 -1 eiﬂ'/4(€i7r/4)16 -1

eim/4d 1 o eim/4 1

Eftersom (e"™/4)'6 = 1, s4 ar téljare och nimnare lika, si summans véirde
ar 1.

2. Ekvationen 8x° — 122* 4 62® — 922 — 2o + 3 = 0 har den komplexa roten
r = 1. Finn ovriga rotter.

Lésning. Om x = ¢ ar en rot, sa ar dven dess komplexkonjugat © = —i en
rot (eftersom koefficienterna i polynomet ar reella). Darmed har vi rétterna
x =1 o0ch x = —i.

Nu dividerar vi polynomet med (z —i)(z + i) = * + 1. Polynomdivisionen
ger att

82° — 122" + 62° — 92% — 22 + 3 = (2 + 1)(82° — 122 — 22 + 3).

Vi 16ser nu ekvationen 8z — 1222 — 22+ 3 = 0. Vi testar rationella rotter och

finner att x = % ar en rot. Genom polynomdivision far vi att de resterande
lésningarna ar xr = % och x = —%. Sammanfattningsvis har vi foljande
l6sningar:
. . 1 3 1
T =14, To=—1, Xz=—, T=—, Ty=——.
1 2 375 5 4 7

3. Los olikheten
(2 —9)- b —=x
(x+1) Va2 —4

Glom inte att ta hénsyn till for vilka z som olikheten &r definierad.

> 0dar x € R.

Lycka till!

(2p)
(2p)

(2p)

(6p)
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Lésning. Vénsterledet ar definierat om x < —2, x ## —1 och om 2 < x < 5,
for att undvika division med noll och negativa uttryck under rétterna.

For att olikheten ska vara sann, ricker det att

(x=3)(z+3) _

0.
r+1 -

Teckentabell ger nu att ovanstaende olikhet géaller om
—3<x<—-1och3<uz.
Den ursprungliga olikheten loses da av de z € R som uppfyller
—3<z< 2eller 3 <z <5,
eftersom vi bara tar med losningarna dar olikheten édr definierad.

. Du ska avgora om den Diofantiska ekvationen (330 — 5%) z + 7y = 12 har
losningar. Gor detta genom att forst skriva ned villkoret pa a,b,c € Z som
maste galla for att den Diofantiska ekvationen az + by = ¢ ska ha 16sningar,
och déarefter avgora om 7 delar 339 — 5.

Lésning. Den Diofantiska ekvationen ax + by = ¢ heltalslosningar precis da

SGD(a,b) | c.
Vi har att

3300 _ 560 —_ (32)150 _ (52)30 —. 9150 _ 430 —_ (23)50 _ (43)10 —. 150110 — .

Alltsa galler SGD(33% — 5% 7) = 7, och eftersom 12 ej &r delbart med 7, s&
saknar ekvationen losningar.

. I spelet BrawlStars™ finns de atta spelarkaraktérerna nedan:
Leon, Draco, Crow, Spike, Kit, Kenji, Chester, Surge.

En match bestar av tva lag (hemma och borta) med tre karaktarer i varje lag.
Samma karaktir kan inte forekomma mer &n en gang per lag, men samma
karaktdr far forekomma ¢ bada lagen.

Ezxempel: Hemma: Leon, Draco, Crow Borta: Leon, Spike, Kit.

(a) Pa hur manga satt kan man skapa ett hemmalag fran karaktérerna ovan?

(b) P& hur méanga sitt kan de tva lagen konstrueras om hemmalaget har
Spike, och bortalaget har Leon?

(6p)

(6p)



(c) Pa hur manga sétt kan man konstruera ett hemmalag och ett bortalag,
sa att Leon inte moter Spike?

Svaren ska anges ddr eventuella binomialkoefficienter har berdknats, men
produkter, skillnader och summor far ldmnas utan att forenklas.

Léosning. (a) Eftersom vi har 8 karaktérer att vélja bland, har vi

olika sadana lag.

(b) Hemmalaget har Spike, sa tva till karaktérer ska viljas. Detta kan goras
pa (;) = 21 satt. Liknande resonemang galler for bortalaget, sa svaret
ar 212 enligt multiplikationsprincipen.

(c) Vi berdknar det totala antalet méjliga matchkonfigurationer utan vill-
koren. Att utse de tva lagen kan goras pa 562 sitt enligt (a).

Nésta steg ar att berdkna antalet konfigurationer dar Leon mdter Spike
(dvs. Leon ér i ett lag och Spike ér i det andra). Det finns tre fall:

Fall 1: Leon i hemmalaget, Spike i bortalaget. Detta kan goras pa
212 satt.

Fall 2: Leon i bortalaget, Spike i hemmalaget. Som tidigare, goras
detta ske pa 212 sitt.

Fall 3: Bada lag har bade Spike och Leon. Varje lag behover véilja
var sin karaktér till bland de 6 som finns kvar: 62 sitt.

Notera att Fall 3 forekommer bade som specialfall for Fall 1 och Fall 2,
sa Fall 3 dubbelridknas om vi subtraherar Fall 1 och Fall 2.

Enligt inklusion-exklusionsprincipen far vi da totalt 562 — 2 - 212 4 6% =
2290.



