MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Diskret matematik, Matematik I, 4 hp
Avd. Matematik 2025-05-07
Examinator: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och vél motiverade l0sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutférenklade. 15 podang ger minst E.

1. (a) Ge exempel pa ett tal som tillhér méngden {zr € R: 2? <z} N (R\ Q).

(b) Bestdm ett andragradspolynom med reella koefficienter och som har
2 = /2 — 2i som ett nollstalle.

(¢) Polynomet P(z)= Y3, 2F230F delas med x — 1. Vad blir resten?

Léosning. (a) Forsta mangden ar alla tal mellan 0 och 1. Andra méngden &r
icke-rationella reella tal. Vi vet fran kursen att /2 inte ar rationellt. Vi
kan da ta talet v/2/2 d& detta ligger mellan 0 och 1 och &r ej rationellt.
Andra exempel man kan ta ér 7/4 och 1/e.

(b) Vikan ta (2 — (V2 —2i)) (2 = (V2+2i)) = 22 = 22 + 6.

(¢) Polynomet P(x) ar en geometrisk summa, och kan skrivas som

30 o\ k 1— (2/x)% o3 — o3
P(r) — 30 () _ .30 _ .
() kz:%x x o 2/x x—2

Eftersom x — 1 har grad 1, &r resten en konstant, a. Om vi skriver
P(z) = K(x)(z — 1)+ a sa géller det att P(1) = a. Formeln ovan ger att

31

a=P(1) = 122 gm )
(1-2)

2. Chad behover dgg for att gora arets matlador. Lokala dggbonden séaljer paket
med 12 dgg i varje. Chad vill ha exakt 5 4gg per matlada eftersom han gar till
gymmet varje dag. Han har redan 2 d4gg hemma. Hur manga paket dgg ska
Chad kopa for att fa sa manga matlador som maojligt, men antalet matlador
ska inte 6verstiga 3657 Chad vill inte ha nagra agg 6ver efter storkoket. Tips:
Modellera problemet som en Diofantisk ekvation.

Lésning. Vi vill 16sa den diofantiska ekvationen 2 + 12p = 5m, dar p ar
antalet paket som Chad vill képa och m &r antalet matlador. Omskrivning
ger 0ss

12p — dm = -2,

och vi ser att p = —1, m = —2 &ar en lésning. Eftersom SGD(12,5) = 1, sa
ar da den allménna l6sningen

— 145k
{p +9 keZ.

m=—2+ 12k

Slutligen vill vi véilja k s& stort som mojligt, men med villkoret —2 4+ 12k <
365. Detta ger k < 365/12 sa k < 30. Detta ger oss p = 149 och Chad far
m = 358 matlador.

Lycka till!

(6p)



3. Lat P(z) = (z—11)(2+9) och Q(z) = 23+ 22+9z. Los ekvationen Q(z) = 11 (6p)
for z € C. Finn dérefter alla 16sningar till polynomekvationen P(Q(z)) = 0.

Lésning. Ekvationen Q(z) = 11 leder till

2 4+22492—-11=0.

Rationella rotsatsen siger att rationella rotterna kan vara +1 och +11. Tes-
tar vi z = 1, har vi en 16sning sa (z — 1) ar en faktor. Polynomdivision ger
0SS

P22+ 92—11=(z—1)(2* + 22+ 11).

Den sista faktorn har nollstéllena z = 1 £+ 1/—10, sa totalt har vi rotterna

=1, z=14+iV10, 2z =1—1/10.

For att 1osa P(Q(z)) = 0 maste vi l6sa (Q(z) —11)(Q(2)+9) = 0. Den forsta
faktorn ar noll da Q(z) = 11, vilket vi redan 16st. Vi vill nu losa

P4+ 22 4+92+9=0.
Rationella rotsatsen igen leder till att z = —1 ar en rot. Polynomdivision,
P42 492+9=(2+1)(z2+9)
sa vi har de tre ytterligare rotterna zy, = —1, 25 = 3i, 26 = —31.
4. Givet nollskilt z € C, sétt w = 3(z+ 1), som da ligger mitt emellan z och 1. (6p)

(a) Berdkna w for z =2, z = 3% och z = 1 + 2i.
(b) Visa att w &r ett reellt tal om och endast om z &r reellt, eller om |z| = 1.

Lésning. Vi har att w blir (respektive)

5 2

1(2+1)_5 1<3+qur 5 )_3 1 5(1+2¢)+1—2¢ 3+ 4i
2V 9l Ty 9 5 3+4+4i) 5 5 5

Lat nu z = re'. Det ricker att visa att 2w = re® +r~1r=% ar reelt precis da

t € {0,7} eller r = 1. Vi har att imaginirdelen av 2w ges av
rsin(t) + 7 sin(—t) = sin(¢) (r — 1/7).

Detta ar noll precis da antingen sin(t) = 0 (och ¢ € {0,7}), eller sa méaste
r = 1/r, vilket ger att r = 1.

5. De 9 damerna Agda, Berit, Cecilia, Dorotea, Ester, Frideborg, Gerd, Hilda (6p)
och Ingalill ska organisera syforeningens arsmote. Agda, Berit och Cecilia
kan bara laga huvudratter. Gerd, Hilda och Ingalill kan bara laga efter-
ratter. De tre 6vriga kan laga bade huvudrétter och efterratter.



(a) Motet behover exakt fyra personer som kan laga huvudratter. Pa hur
manga satt kan dessa utses bland de sex som kan laga huvudratt?

(b) Om man nu vill vilja en grupp damer dar exakt fyra av dem kan laga
huvudratt, och exakt fyra av dem kan laga efterrdatt, pa hur manga satt
kan detta goras?

Som exempel: {Berit, Dorotea, Ester, Frideborg, Gerd} utgor ett god-
kdnt urval, da exakt fyra av dessa kan laga huvudrdtt och exakt fyra av
dem kan laga efterritt.

(c¢) Berit och Gerd vill inte laga mat med Ester; de ar radda for Esters
matlagning!. P& hur manga séitt kan man nu gora urvalet i (b) dar vi
undviker att Ester blir vald samtidigt som Berit eller Gerd?

Inget av svaren pa (a), (b), (c) 6verstiger 100.

Lésning. (a) Det finns sex personer som kan laga huvudritt, att vélja 4 av
dem kan goras pa (2) = 15 satt.

(b) Damernas expertisomraden illustreras nedan:

Huvudritt (H Efterritt (E)

Agda
Berit

Dorotea

Cecilia

Vi gor en falluppdelning beroende pa hur manga som ingar bland B =
{Ester,Dorotea, Frideborg}. Vi viljer forst fran B, och lédgger dérefter
till damer fran H och E:

En dam fran B: 3 . s . s =3,
1 3 3
3 3 3
Tva fran B: . . =2
4 damer fran <2> <2> <2> 7,
Tre damer fran B: 3 . 3 . 3 =0.
3 1 1

Detta ger totalt 39 olika val.

1Se foregdende tenta—Ester har en historik med att raka flambera sina husdjur.



(c) Vi gor inklusion—exklusion. Vi rdknar forst nar Ester och Gerd bada
ingar. Detta val maste kompletteras med damer fran B, H och F:

2 3 2
I ill fran B: . . =1
ngen dam till fran <0> (3) <2> ,
2 3 2
E ill fran B: . . =12
n dam till fran <1> <2> <1> ,
2 3 2
A ill fra : . . =3.
Tva damer till frAn B <2> <1> (0> 3

Totalt: 16 val. P4 samma satt sa finns det 16 val dar bade Ester och
Agda ingar.
Vi dubbelrdknar dock de fall dér alla tre (Ester, Agda och Gerd) ingar.

Det saknas da tva till personer for huvudritt, och tva till for efterratt
(som kan vara samma).

Ingen dam till fran B: <2> . <2> . <2> =1,
0 2 2
En dam till fran B: <2> . <2> . <2> =38,
1 1 1
Tva damer till fran B: 2 . 2 . 2 =
2 0 0

Detta ger oss 10 val dar bade Ester, Agda och Gerd ingar.

Sa med inklusion—exklusion finns det da totalt 39 —2-16 + 10 = 17 olika
val dar Ester (om hon dr med) inte ar tillsammans med Agda eller Gerd.

(* Med Mathematica, Agda=1, Berit=2, etc *)

Select [
Subsets [Range [9]],
Length[Intersection[Range[1, 6], #]] == 4 &&
Length[Intersection[Range[4, 9], #]] == 4 &&
Implies [MemberQ[#, 5], ! MemberQ[#, 2] && ! MemberQI[#, 7]1] &

] // Column




