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Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och vél motiverade l6sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutférenklade. 15 podng ger minst E.

1. Foljande ska losas for x € R. (6p)
(a) Los olikheten (x — 1)%(z — 4)(x — 6) > 0.
(b) Los olikheten |x — 2| - | — 5| > 10.
(c) Galler implikationen |z —2|-|z—5| > 10 = (z—1)*(z—4)(x—6) > 0?
Lésning. (a) Teckentabell ger

z  |(=o0,1) (1,4) (4,6) (6,00)
Tecken‘ + + — +

Olikheten géller da x < 4 och da x > 6.

(b) For den andra olikheten sa fas tre intervall baserat pa brytpunkterna
x =2ochx=5.
Fall 1: x < 2. Da dr bade xr —2 <0 och z —5 <0, sa

|z —2||z = 5] =(2—x)(5— ).
Detta leder till olikheten (2 — z)(5 — x) > 10, och
2-2)b—1)>10 = 2° -T2 >0 = x(z—7) >0.

Olikheten loses da av & < 0 eller z > 7. Men eftersom vi i Fall 1 ar i
intervallet x < 2 far vi bara l6sningarna z < 0.

Fall 2: 2 < 2 < 5. Vansterledet ar —(z — 2)(x — 5) och olikheten blir

—(z=2)(x—5)>10 = 2°-T2+20<0 = (z—1)*— 2420 <0.

Men har saknas 16sning, eftersom véinsterledet alltid ar positivt.

Fall 3: x > 5. Olikheten blir samma som i Fall 1, men nu far vi 16sning-
arna x > 7.

Sammanfattningsvis 16ses olikheten av de x som uppfyller

r<O0eller x >7.

Lycka till!



(c) Vi undersoker om
|z — 2|z —5|>10 = (z—1)>%*=x—4)(z—6)>0.

Fran (b): Méngden dér vinstra sidan r sann &r (—oo, 0] U [7,00). Fran
(a): Méangden dér hogra sidan &r sann ar (—oo,4| U [6, 00). Vi ser da att
om z ligger i den forsta mangden, sa ingar den i den andra méngden
ocksa. Alltsa géller implikationen.

. Agda bor i ett kvarter i ett rutnidt med gator. Hon vill promenera fran sitt
hem till affiren, genom att ga tre striackor norrut och sex stréckor osterut.
Hon maste alltsa ga 9 strackor totalt. I figuren ar en sadan promenad mar-
kerad.

Affar

Agda

(a) Hur manga olika promenader totalt kan Agda ga, med tre strackor norr
och sex strackor oster?

(b) Ester och Gerd éar grannar med en gemensam gata. Agda vill inte pro-
menera pa just denna striacka mellan husen eftersom da Esters pudel har
for vana att skélla sa forfarligt om hon gar dér. P4 hur manga satt kan
Agda ta sig till affaren utan att ga mellan de tva husen i figuren?

Lésning. (a) Agda ska ga 9 strackor, och tre av dessa ska vara i nordlig
riktning. Detta ger totalt (g) = 84 olika promenader.
(b) Forst réknar vi ut antalet promenader som passerar Ester och Gerds hus.
En sadan promenad bestar av tre delar:
« 5 strickor (2 norr, 3 oster),
o ett strackor Osterut, mellan husen,
e 3 striackor (1 norr, 2 dster).
Forsta delen kan véljas pa (g) = 10 sétt och den andra delen har (?1’) =3
sitt. Totalt finns da 30 promenader som passerar den arga pudeln. Vi

kan da konstatera att Agda har 84 — 30 = 54 pudelfria promenader att
vélja bland.

3. Finn en heltalslosning och en icke-reell 16sning till ekvationen

2’ + 28 + 4t +42% + 82 +8 = 0.

(6p)

(6p)



Losning. Sats fran kursen sidger att heltalslosningar kan bara vara delare till
8. Vi ser att ekvationen inte har nagra positiva rotter. Vi testar x = —1 och
ser att det ar en rot. Polynomdivision ger att vi kan faktorisera vansterledet
som

(z +1)(2® 4 42® + 8).

Vi sitter t = 2% och fir att den andra faktorn blir ¢? + 4¢ + 8. Denna ér
noll om ¢ = —2 4 2i. Alltsd vill vi nu hitta en 16sning till 23 = —2 + 2i. Nu,
omskrivning pa polédr form ger

—242i = /BT
En l6sning till 23 = v/8e''T ges d& av
T =/2e'T = /2(cosm/4 +isinT/4) =1 +1i.
Sa, —1 och 1+ 4 ar 16sningar vi soker.

. Formulera binomialsatsen och berikna direfter koefficienten for z2 i uttrycket (6p)
10
(z2 + é(cos 10° + i sin 10°)> . Ange svaret pa rektangular form.
Losning. Binomialsatsen sager att
" (n
(@+y)" =21, "y
o \k

Om vi sétter a = cos 10° + ¢ sin 10° sa ger binomialsatsen att

2 | @ 10_10 10 2k<a>10k_10 10\ sk-10 10—k
<Z+z) _,;)k<z) z _kz::Dk:Z @ '

Koefficienten for 22 far man da k = 4 da det gor att 23710 = 22, Via De
Moivres formel far vi déarefter

10 10! 10-9-8-7
<4 )@6 = M (COS 100 =+ iSin 100)6 = W (COS 600 + iSiIl 600) .

Detta forenklas nu till 210(3 + %) = 105 + 105+/3i.
. (a) Vilket krav ska uppfyllas om den Diofantiska ekvationen ax+by = 1 ska (6p)
ha 16sningar? (Talen a och b &r heltal.)

(b) Visa att om ax+by = 1 har heltalslosningar, sa har &ven den Diofantiska
ekvationen (2a + b)z + (3a + 2b)y = 1 heltalslosningar.



Lésning. (a) Denna Diofantiska ekvation har losningar precis da a och b ér
relativt prima, dvs. SGD(a,b) = 1.

(b) Anvénder vi (a), sa vill vi visa implikationen
SGD(a,b) =1 = SGD(2a + b,3a + 2b) = 1.
Vi anviander Euklides algoritm for att berdakna SGD(2a + b, 3a + 2b):

3a+2b=1-(2a+b)+ (a+0b)

(2a+b)=1- (a—l—b)+a

(a+b)=1-(a)+
a:k~b+r,

och fran sista steget kan vi konstatera att SGD(2a + b,3a + 2b) =
SGD(a,b) = 1, eftersom i stegen ovan sa fortsitter vi som om vi be-
raknar SGD(a, b).

Alternativ 16sning I: Antag att d ar en gemensam delare till (3a + 2b) och
(2a 4+ b), dvs. d | 2a + b och d | 3a + 2b. Da géller det att d delar skillnaden,
d| (3a+2b) — (2a+10), sa d | a+b. Da maste vi aven ha d | (2a+b) — (a+b)
sa d | a. Fran d | 2a + b och d | a far vi att d | b. Alltsd maste d vara en
gemensam delare till @ och b. Men vi utgar fran att @ och b ar relativt prima,
sa d=1.

Alternativ l6sning II: Vi utgar fran att (z¢,yo) ar en heltalslosning till
ax + by = 1. Da kan man (med lite tdlamod och linjar algebra) se att

(2a + b)(2x0 — 3yo) + (3a + 2b)(2yo — o) = axg + byo = 1,

sa x* = 2x9— 3y och y* = 2y —x¢ loser ekvationen (2a+b)x+(3a+2b)y =



