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Avd. Matematik 2025-10-22
Examinator: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och vl motiverade l6sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutférenklade. 15 poang ger minst E.

1. (a) Utgd ifrén att a,b € Z. Ar pastdendet “Om ab dr delbart med 8, sd dr a
eller b delbart med 8” sant? Bevisa eller ge ett motexempel.

(b) Bestam en reell 16sning till ekvationen x? + 223 + 522 + 172 + 14 = 0.

(c¢) Ge exempel pa ett tal som tillhér mangden
{zeN : 2>42 A 3z,y€Z:z=2a"+y%}.
Lisning. (a) Falskt. Motexempel: @ = 2, b = 4. Da ar ab = 8 delbart med 8,

men varken 2 eller 4 ar delbart med 8.

(b) Prova heltalsrotter (delare till 14). For x = —2: (—2)*+2(—2)*>+5(—2)*+
17(—2) + 14 = 16 — 16 + 20 — 34 4+ 14 = 0. Alltsd dr x = —2 en reell
16sning.

(c) Exempel: z = 3% + 3% = 27 4+ 27 = 54 > 42.
2. Betrakta den Diofantiska ekvationen 35x + 21y = 2100.

(a) Bestdm den allménna losningen till ekvationen.

(b) Bestdm antalet losningar (x,y) dar x,y > 0.

(c¢) Bestam summan av alla heltal z som ingér i en l6sning (z, y) dar z,y > 0.
Lésning. Vi delar forst bada led med SGD(35,21) = 7 och far ekvationen
7x + 5y = 300. Nu har vi att SGD(5,3) = 1, sa ekvationen har l6sningar.

(a) Vi loser forst 5z + 3y = 1. Man kan direkt se att z = —1, y = 2 ger en
l6sning, sa x = —300, y = 2 - 300 = 600 &ar en l6sning till ursprungliga
ekvationen. Allmén 16sning ar da

ke Z.

= 3k—300
y= 600— 5k,

(b) Positivitetsvillkor: x > 0 och y > 0 ger 100 < k < 120, sa vi har 21
l6sningar dar x,y > 0.

(c¢) Den 16sning med minsta = &r (0,100) och den med storst x ar (60,0)
Formeln for aritmetisk summa ger da att summan av alla de 21 varden
som ingar ar 0*—260 -21 =630.

3. Los ekvationen 2% — 6z + (36 + 36i) = 0 for z € C.

Lycka till!

(6p)

(6p)



Losning. Kvadratkomplettering ger oss
(2—37—9436+36i =0 < w?=9(—3— 4i),

dar w = z — 3. Om vi sitter w = a + ib och jamfor realdel, imagindrdel samt
absolutbelopp, far vi

a? =0 =9-(=3)
2ab =9-(—4)
a2+ 12 = /92((=3)2+ (—4)2) =9-5.

Forsta och sista ekvationen ger 2a? = 18, s a = %3 och detta ger b = F6.
Alltsa, wy = 3 — 61, wy = —3 + 6i. Detta leder slutligen till l6sningarna

21:6—6i7 22:62

. Agda, Berit och Gerd gér pa en gemensam promenad med sina hundar langs (6p)
en gata med 144 lyktstolpar. Agda har en tax, Berit har en schéifer och Gerd

har en ny pudel. Taxen kissar pa var 6e stolpe, schéfern kissar pa var 8e
stolpe och pudeln néjer sig med att kissa pa var 9e stolpe. Du ska utga ifran

att alla tre hundar kissar pa den sista stolpen.

(a) Pa hur manga lyktstolpar kissar bade taxen och schéfern?
(b) Hur manga lyktstolpar kissas pa av alla tre hundar?

(¢) Hur manga lyktstolpar forblir torra efter promenaden?

Losning. Lat

Ss = {6,12,18, ..., 144}
Sy = {8,16,24, ..., 144}
So ={9,18,27,...,144}.
(a) Schéfern och taxen besoker Sg N Sg, vilket ar var 24e stolpe. 144/24 = 6,
sa 6 stolpar totalt.

(b) Hér soker vi Sg M .Sg M Sy. Minsta gemensamma multipel av 6, 8 och 9 ar
72, sa bara stolpe nummer 72 och 144 far besok av alla tre hundar.

(c) Vi har att

96| = 144/6 = 24 156 N Ss| = 6
1S5| = 144/8 = 18 1S5 N So| = 8
1So| = 144/9 = 16 1S5 N S| = 2.

Inklusion-exklusion ger nu att de stolpar som inte besoks ar totalt

144 — (24 + 18 4 16) + (6 + 8 +2) — 2 = 100.



5. (a) Rita av Venn-diagramet

A B

och illustrera méngden (A°U BU C)¢ U C. Kom ihdg att X¢ betyder
komplementet till X.

(b) Visa att foljande logiska uttryck ar ekvivalenta:
~(=PVQVR) VR
och
~“(PAQA-R) AN —=(=PANQAN-R) N —(=PA-QA-R).

Lésning. (a) Venn-diagrammet ser ut som foljande:

T
y

(b) Sétter man upp en sammingstabell, fir man f6ljande. Det ar lampligt att
ha med deluttryck ocksa. Alternativt kan man utnyttja (a) och notera
att A < P, B + Q samt C' <> R Oversatter fran Venndiagramet till
forsta uttrycket i (b).

P @ R|-(-PVQVR)V R|Detandra uttrycket
F F F F
F P T T T
F T F F F
F T T T T
T F F T T
T F T T T
T T F F F
T T T T T

Det andra uttrycket i (b) kan tolkas som “maéste vara utanfor” for tre
av omradena i Venn-diagrammet, nadmligen utanfor AN B N C*, utanfor
AN BN C° och utanfor A°N B°N C°. Det vill sdga, det andra uttrycket
ar precis “vi ar utanfor de oskuggade omradena” som ar ekvivalent med
“ar inuti det skuggade”.



