MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Diskret matematik, Matematik I, 4 hp
Avd. Matematik 2025-11-26
Examinator: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och val motiverade l6sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutférenklade. 15 poang ger minst E.

1. (a) Geexempel pa ett fjardegradspolynom med heltalskoefficienter, som sak-
nar reella rotter.

(b) Bevisa att Z-w =z - w, om z,w € C.
Lésning. (a) Exempelvis (22 4+ 1)2 = 2* + 222 + 1, som har {i,4, —i, —i}.
(b) Se kursboken.

2. Los foljande olikhet for = € R:

VT —2—10] + [4 — =] > 10.

Lésning. Notera forst att x > 2, annars ar véansterledet inte definierat. Ut-
trycken inuti absolutbeloppen byter tecken vid x = 102 och z = 4. Dessa
brytpunkter ger oss tre fall.

Fall I: 2 < x < 4: Vi far
(I0—Vz—=2)+(4—2)>10 <= 4—z>+zr—2.
Bada sidor ar positiva pa intervallet, sa denna olikhet ar ekvivalent med

16—8x+a2>1r—2 < 22 —9x+18>0.

Denna olikhet géller om x < 3 eller x > 6, sa i Fall I far vi som

l6sningar.

Fall I1: 4 < x < 102: Vi far
10—V —-2)+2—-4>10 <= zx—4>Vor—2.
Kvadrerar vi nu, far vi precis samma olikhet som i Fall I, sa |6 < z < 102

ar de losningar som fas i Fall II.

Fall ITI: 102 < z: Vi far
(Vr—2—-10)+2—-4>10 <= z—-24> -z —2.

Vansterledet ar alltid positivt om x > 102, och hogerledet ar alltid negativt.

Alltsa ger Fall 111 som losningsméangd.

Sammanfattningsvis, olikheten 1oses av 2 < x < 3 eller x > 6.

3. (a) Visa att 16" = 16 (mod 24) fér alla heltal k > 1.
(b) Forenkla det komplexa talet

T 162025
(cos B + 2sin 12)

och svara pa rektangular form.

Lycka till!
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Lésning. (a) Vi har att 162 =54 256 =54 16. For k > 1 har vi direfter att
16" =5, 162 - 16" =,, 16 - 16F7! =,, 16F.

Detta ger nu att 16, 162,163, ..., alla ger resten 16, vid division med 24.

Alternativt, undersoker vi 16* — 16, sa ér detta delbart med bade 3 och
8, oavsett k. Detta ger delbarhet med 24.

(b) Enligt (a) géller 16%0% =y, 16, sd 16292 = 24N + 16 for ndgot heltal N.
Det komplexa talet vi ar intresserade av skrivs om som

2im \ 24N +16 omi\ NV 32mi Ami
<624) :<€ ) .(624):@3_

=1

Omskrivning pa rektangulér form ger nu

iz dn AT 1 V3
€3 =Co8S— +isin—=—= —i—.

3 3 2 2
. Gerd har ett fonster med 9 krukor pa rad: tva amaryllisar, tre blomsterkrasse, (6p)
tre clematis och en dillkruka.

(a) Pa hur manga sitt kan krukorna sta pa rad i fonstret?

(b) Amaryllis och clematis ar giftiga och Gerds nyfikna pudel kan sta pa
soffan och komma at de tva krukor ldngst till vanster pa fonsterbradet.
Pa hur manga satt kan Gerd arrangera sina blommor pa rad, sa att de
tva vanstra krukorna bara dr blomsterkrasse eller dill?

Blommor av samma sort dr identiska. Svaren ska anges som heltal eller
produkter av heltal.

Lésning. (a) Detta dr samma som antalet permutationer av ordet aabbbcccd,
s& vi far
9! . 9-8-7 -
20-31-31 23.32 7
(b) De tva vinstra krukorna kan vara bb, db eller bd. I forsta fallet, har vi

7 krukor kvar, aabcccd, vilket ger 2,7—:',’, =7-5-4-3=420.

Om de tva vanstra dr db eller bd, sa kan 6vriga krukor placeras pa

s = 210. Totalt blir det d& 420 4 2 - 210 = 840 séitt.
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5. (a) Berdkna summan Y ), k- (k!) for n = 1,2,3,4. (2p)
(b) Visa med induktion att (4p)

zn:k-(k!):(n—i—l)!—longl.

k=1

Var noga med att formulera basfall och induktionsantagande.
Liosning. (a) For n =1,2,3,4, ar summan 1, 5, 23 samt 119.

(b) Vi ska bevisa den slutna formeln med induktion. Basfall n = 1: 1- 1! =
1 =2!—1, sa identiteten géller for n = 1.
Induktionssteg: antag att >_p_; k- (k!) = (n+1)! — 1 fér nagot n > 1. Da
har vi att

"fk () = (%% : (k!)) +(n+1)(n+ 1)

Summan i hogerledet &r lika med (n+1)!—1 enligt induktionsantagande,
sa hogerledet blir (med algebraiska omskrivningar):

M+ =14+m+)n+D)=mn+1+1)(n+1)!-1
=n+2)(n+1)!-1

=(n+2)! -1
Vi har alltsa visat att
n+1
Zk‘(kz') =(n+2)! -1,
k=1

vilket &r precis pastaendet for nastféljande n. Detta, tillsammans med
basfallet och induktionsprincipen, gor att formeln géller for alla n > 1.



