Losningsforslag till tentamen i Diskret matematik

Matematik I, 4 hp

2026-03-12

Uppgift 1

(a) Ange tva heltal n sddana att n =3 (mod 7) och 10 < n < 30.

Losning: Vi soker heltal pa formen n = Tk + 3 for nagot heltal k, som ligger i intervallet
10 < n < 30. Vi testar olika virden pa k:

e Om k=1 far vin = 7(1) + 3 = 10. (Ej strikt storre &n 10).

(1)
e Omk=2farvin="7(2)4+3=17. (10 < 17 < 30, OK).
e Om k=3 far vin="7(3)+3 =24. (10 < 24 < 30, OK).
(4) (

e Om k=4 far vin =7(4) + 3 = 31. (For stort).

Svar: n = 17 och n = 24.

(b) Bestdm resten da 3** delas med 10.

Loésning: Vi séker 312 (mod 10). Vi kan anvinda Eulers sats eller titta pa monstret for sista
siffran i potenser av 3: 3! =3 32 =9 3% = 27 = 7 3* = 81 = 1 Monstret upprepar sig vart 4:e
steg (perioden &r 4). Vi tittar pa exponenten 42 modulo 4: 42 =4-10+2 = 42 =2 (mod 4).
Déarmed géller:

32=3% (mod 10)=9 (mod 10)

Svar: Resten ar 9.

(c) Formulera faktorsatsen for polynom.

Losning: Lat P(x) vara ett polynom. D& &r « — a en faktor i P(x) om och endast om P(a) = 0.
Det vill sdga, a ar ett nollstélle till polynomet om och endast om polynomet ar delbart med

(x —a).
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Uppgift 2

(a) Bestdm SGD(132, 180) med Euklides algoritm.

Losning: Vi utfor Euklides algoritm:

180 =1-132 448
132 =2-48 4+ 36
48 =1-36+12
36=3-1240

Den sista icke-forsvinnande resten ar 12.

Svar: SGD(132,180) = 12.

(b) Hitta alla icke-negativa heltalslosningar till 11x + 15y = 135.

Losning: Vi skriver om ekvationen for att undersoka delbarhet: 11z = 135 — 15y — 1lx =
15(9 — y). Eftersom 15 delar hogerledet och SGD(11,15) = 1, méaste 15 dela x. Lat x = 15k déar
k ar ett heltal. Insdttning ger: 11(15k) =159 —y) = 1lk=9—-y — y=9— 11k.

Kravet pa icke-negativa losningar (x > 0,y > 0) ger: 1) x > 0 = 15k >0 = k > 0. 2)
y>0 = 9-11k>0 = 11k <9 = k:g%.

Eftersom k &r ett heltal och 0 < k < 1 maste k = 0. Detta ger: 2 = 15(0) =0y =9—-11(0) =9

Svar: (z,y) = (0,9).

(c) Bestdm det minsta positiva heltal b for vilket ekvationen 132z + 180y = b
har heltalslésningar, samt finn en 16sning.

Lo6sning: En linjar diofantisk ekvation Axz+ By = C har lésningar om och endast om SGD(A, B)
delar C. Det minsta positiva heltalet b &r saledes SGD(132,180). Fran uppgift (a) vet vi att
SGD(132,180) = 12. Alltsa ar b = 12.

Vi séker nu en 16sning till 132z + 180y = 12. Vi anvander Euklides algoritm baklanges (fran a):
12 =48 —36 36 = 132 —2-48 Inséttning ger: 12 = 48 — (132 —2-48) = 3-48 — 132 48 = 180 — 132
Inséttning ger: 12 = 3(180 — 132) — 132 =3-180—-3-132—1-132 = 3-180 — 4 - 132. Vi kan
skriva detta som: 132(—4) + 180(3) = 12.

Svar: b = 12. En 16sning dr x = —4,y = 3.
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Uppgift 3

Finn alla reella 16sningar till olikheten:

Skriv pa gemensamt brakstreck (ndmnaren blir z(x — 2)):

z(z+1)—1(x —2)

<0
x(x —2) -
Forenkla taljaren:
2 _ 2
rAr-rt?2 <0 — 2 <0
z(x — 2) x(x —2)

Vi analyserar tecknet for tdljare och ndmnare:

e Tiljaren x2 + 2 ir alltid positiv for alla reella z (22 >0 = 22 +2 > 2).

e For att kvoten ska vara < 0 maste dérfér ndmnaren vara negativ: z(x — 2) < 0.

Observera att ndmnaren inte far vara 0, sd © # 0 och x # 2. Olikheten z(z — 2) < 0 géller da =
ligger mellan rotterna 0 och 2.

Teckentabell:

X

oo

x —_—
T —2 —
z(r—2) | +

+
oo + o

o
|
+[+ +

Vi ser att uttrycket dr negativt i intervallet (0, 2).

Svar: 0 <z < 2.

Uppgift 4

(a) Bestdm alla komplexa rotter till 22 + (2 — 2i)z — (1 + 24i) = 0.

Lo6sning: Vi anviander pg-formeln med p = 2 — 2i och ¢ = —(1 + 2i).

22_2_22@\/<2_22i>2—(—(1+2z‘))

z=—(1—-i)+ /1 —i)2+1+2
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Utveckla kvadraten under rottecknet: (1 —4)2 =1 —2i+i? =1—2i — 1 = —2i.
z=—14+iE£vV-20+1+2

z=—-1+i+t+1
Fall 1: 21 = —-14+4i+1=4¢ Fall 2: 2o = —-14+7—1=—-2+1.

Svar: z1 =i, 290 =—-2-+1.

(b) Skriv det komplexa talet w = (1 + )" pa formen a + bi.

Losning: Vi skriver om 1 + ¢ pa polir form. Beloppet: r = 12+ 12 = /2. Argumentet:
tang = 1/1 = 1, forsta kvadranten = ¢ = n/4. Si 1+ = v/2¢/™/%. De Moivres formel ger:

w = (V2e™4)10 = (/2)106i10m/4 _ 95 4ir5m/2
w = 3261(271"'1‘7'('/2) — 326i7r/2
in/2

Eftersom e =4, far vi: w = 32i.

Svar: 0 + 32i.

(c) Med hjilp av de Moivres formel, skriv sin 30 som funktion av sin och cos¥.

Lésning: Enligt de Moivres formel géller (cos + isin §)3 = cos 36 4 4 sin 30. Vi utvecklar viins-
terledet med binomialsatsen:

(cos @ +isin0)® = cos® @ + 3 cos® A(isin ) + 3 cos O(isinh)? + (isin 0)*

= cos® 0 + (3 cos? fsin ) — 3 cosfsin? § — isin® @

Samla real- och imaginardelar:
= (cos® @ — 3 cos O sin? 0) + (3 cos® O sin § — sin® 6)
Jamfor imagindrdelarna med cos 30 + 4 sin 30:

sin 30 = 3 cos? O sin O — sin® §

Svar: sin 30 = 3 cos? #sin f — sin? 6.



Losning: Diskret matematik 2026-03-12

Uppgift 5

Sju vanner (A, B, C, D, E, F, G) ska stélla sig i en ko.

(a) PA hur manga sitt kan de bilda en k6 om A och B absolut inte vill sta
bredvid varandra?

Losning: Totalt antal sétt att stédlla 7 personer i ké ar 7!. Vi anvinder komplementmetoden:
Berédkna antalet fall dir A och B stdr bredvid varandra och dra bort detta fran totalen. Betrakta
paret (AB) som en enhet. D& har vi 6 enheter att permutera: {(AB),C, D, E, F, G}. Detta kan
goras pa 6! sitt. Inom enheten kan A och B byta plats pa 2! sitt (AB eller BA). Antal ff-
orbjudna"kder = 2 - 6.

Antal tillatna kéer = Totalt - Forbjudna

=T71—2.6!= 5040 — 2(720) = 5040 — 1440 = 3600

Svar: 3600 sétt.

(b) Pa hur manga sitt kan de bilda en k6 om A maéste sta nagonstans fore B
och B maste sta nagonstans fore C?

Losning: Vi ska placera ut 7 personer. Vi kan forst vélja ut vilka 3 positioner i kén som ska
ockuperas av personerna A, B och C. Antalet sétt att vélja 3 positioner av 7 ar (;) Pa dessa 3
valda positioner finns det bara ett sétt att placera A, B och C s& att villkoret uppfylls (A forst,
sen B, sen C). De 6vriga 4 personerna (D, E, F, G) kan placeras pa de resterande 4 positionerna
pa 4! sitt.

Totala antalet satt:

7 7-6-5
1.4l = .24=235.24 =84
<> 51 35 840

Alternativt resonemang: Av alla 7! permutationer, betrakta trion A, B, C. De kan inbdrdes
ordnas pa 3! = 6 olika sétt. PA grund av symmetri kommer varje inbérdes ordning férekomma
lika manga ganger totalt sett. Endast en av dessa 6 ordningar ar korrekt (A-B-C). Diarmed ar
svaret 7!/6 = 5040/6 = 840.

Svar: 840 satt.



