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Losningsforslag
1. Blandade fragor.
(a) Finn SGD(240, 154) med Euklides algoritm. (2p)

Losning. Euklides algoritm ger

240 =1-154 + 86,
154 =1 - 86 + 68,

86 =168 + 18,
68 =318 + 14,
18=1-14+4,
14=3-4+2
4=2.2.

Den sista icke-nollresten ar 2. Alltsa

SGD(240, 154) = 2|.

Berikna resten da 5% delas med 11. (2p)

Lésning. Vi rdknar modulo 11. Eftersom
5°=3125=1 (mod 11),

far vi
5 =(5°)®=1=1 (mod 11).

Resten ar alltsa

[1].
Ge exempel pa en mangd A sidan att |[A x A| =9, dar méngden A x A
bestar av alla ordnade par av element ur méngden A. (1p)

Lésning. For en dndlig mangd géaller
|A x Al = |A]%.

Vi behover darfor |A| = 3. Ett exempel ar

A=1{1,2,3}]

Da har A x A precis 3 -3 =9 element.

2. Logik och méangdlara.



(a) Avgor om foljande pastaende ar sant eller falskt for z,y € R:
Vo Jy (2 +y = 10).

Motivera noga. (2p)
Lésning. Pastaendet ar sant. Lat x € R vara godtyckligt. Valj

y =10 — 2%
Da ar y € R och
v +y=2*+ (10 — 2?) = 10.

Det finns alltsa ett sadant y for varje reellt z.

(b) Lat A, B och C vara mangder. Visa att
(A\B)\C=A\(BUC)

genom att anvinda mangdlarans definitioner. (3p)

Losning. Vi visar att ett godtyckligt element x tillhor vansterledet om
och endast om det tillhor hogerledet:

r€(A\B)\C <= z€ A\Bochz¢C
< rv€A x¢ Bochzx¢C
< xe€Aochz ¢ (BUC)
<~ xe€ A\ (BUCQO).

Eftersom detta galler for varje x foljer

(A\B)\C=A\(BUO)|

3. Polynom.

(a) Visa att x — 1 ar en faktor i
p(x) =2* — 32° + 2* + 32 — 2

och finn samtliga reella nollstallen. (3p)
Lésning. Forst beraknar vi

p(l)=1-3+1+3-2=0.
Enligt faktorsatsen ér darfor x — 1 en faktor. Polynomdivision ger

p(z) = (z —1)(2® — 22% — 2+ 2).



Kubiken faktoriseras genom gruppering:
2? -2 —r+2=2(x-2)— (v - 2)
= (2 = 1)(z—2)
=(z—-1)(z+1)(x—2).
Alltsa
p(x) = (z - 1)*(@ + 1)(z - 2).

De reella nollstéllena ar darfor

‘x:—l, =1, x:2‘,

dar £ = 1 ar ett dubbelt nollstélle.

(b) Bestam ett reellt polynom ¢(x) av lagsta mojliga grad som har nollstal-
leniz=2ochz=i. (2p)
Lésning. Eftersom g har reella koefficienter och ¢ ar ett nollstélle maste
aven det komplexkonjugerade talet —: vara ett nollstélle. Ett polynom
av lagsta mojliga grad har déarfor faktorerna

(x—2)(z —i)(z+1) = (z —2)(2* + 1).

Vi kan alltsa vélja

qgz)=(r =2)(z*+ 1) =2 — 22> + x — 2|,

4. Absolutbelopp.

(a) Los ekvationen
|t —1|+|2c+4| =6

for z € R. (3p)
Losning. Teckenbyten sker vid x = —2 och x = 1. Vi behandlar tre
intervall.

Om z < —2, sa
lt—1|+2e+4]=(1—2)+ (-2 —4) = =3z — 3.

Ekvationen —3x — 3 = 6 ger x = —3, vilket ligger i intervallet.
Om —2<z<1,sa

le—1|+2c+4|=1—-2)+ 2z +4) =z +5.

Ekvationen x+5 = 6 ger = 1. Detta ar randpunkten; direkt insattning
visar att x = 1 uppfyller den ursprungliga ekvationen.

Omz > 1, sa
e — 1|+ 2z +4|=(x—1)+ 2z +4) =3z + 3.

Ekvationen 3x + 3 = 6 ger x = 1, vilket ar tillatet.
Alltsa ar losningarna

\x:—S eller le‘.




(b) Los olikheten |3z — 2| < 5. (2p)
Losning. Definitionen av absolutbelopp ger

—H<3r—2<5.
Addera 2 i alla led:
—3<3r<T.
Dividera med 3:
—1l<ax< Z
5|

5. Kombinatorik.

(a) Hur méanga unika ord med 6 bokstaver kan bildas av bokstdverna i
“KOKOS”? (2p)

Lésning. Anmarkning. Som uppgiften ar skriven finns en motsagelse:
ordet “KOKOS” innehaller endast fem bokstéaver. Om varje férekomst i
“KOKOS” far anvandas hogst en gang gar det darfor inte att bilda ett
ord med sex bokstaver; den bokstavliga tolkningen ger 0.

Den sannolikt avsedda fragan ar: Hur manga unika ord med 5 bokstdver
kan bildas av bokstdverna i “KOKOS”? Da finns tva K, tva O och ett
S. Antalet olika permutationer ar

5! 120
Er it

(b) En kommitté pa 4 personer ska viljas fran en grupp av 6 mén och
5 kvinnor. Hur manga sadana kommittéer kan bildas om den maste
innehélla minst tva kvinnor? (3p)

Lésning. Vi delar upp efter antalet kvinnor.

o Exakt 2 kvinnor och 2 mén:

()

o FExakt 3 kvinnor och 1 man:

(()-s-e
()()-s1-2

150 + 60 + 5 =[215]

o FExakt 4 kvinnor:

Totalt far vi



6. Summor.

(a)

Visa med induktion att

for alla n > 1. (4p)
Losning. Vi anvander matematisk induktion.
Basfall: For n =1 ar

1
d(2k-1)=2-1-1=1=1%
k=1

Pastaendet galler alltsa for n = 1.

Induktionsantagande: Antag att pastaendet géller for ett godtyckligt
men fixerat heltal n > 1, dvs.

(2k —1) =n?
k=1
Induktionssteg: Da far vi

n+1 n
S (2k—1)=3(2k—1)+ (2(n+1)-1)
k=1 k=1

=n*+2n+1

= (n+1)%

dar induktionsantagandet anvindes i den andra raden. Alltsa géller pa-
staendet aven for n 4+ 1.

Enligt induktionsprincipen géller darfor

Y (2k—1)=n* forallan>1|
k=1

Formulera induktionsantaganden som anvénds i detaljer. (1p)

Losning. Det induktionsantagande som anvinds ovan ar:

Fér ett godtyckligt men fixerat n > 1 antar vi att » (2k — 1) = n?.
k=1

Detta antagande anvéinds sedan for att visa motsvarande formel for
n—+ 1.



