MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
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Avd. Matematik 21 oktober 2026

Examinator: A. Sola

Inga hjialpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Minst 15 podng krivs for godkint.

1. Bestdm samtliga 16sningar till den diofantiska ekvationen
55m —2In =1T.

Hur méanga av dessa heltalslosningar (m, n) uppfyller att 0 < m < 100 och 0 <n <1007 (5p)
Losningsforslag:
Vi borjar med att bestamma SGD(55,21) med hjalp av Euklides algoritm. Vi har

55 =2-214+13
21=1-13+8
13=1-8+45
8=1-5+43
5=1-3+2
3=1-2+1
2=2-1

Som sista icke-forsvinnande rest dr alltsa 1 storsta gemensamma delare till 55 och 21.

For att losa ekvationen 55m — 21n = 1 skriver vi
1=3-1-2
1:3—1~(5—3)=2~3—1'5
1=2-(8-5)—1-5=2-8-3"-5
1=2-8-3-(13—-8)=5-8—3-13
1=5-(21-13)—-3-13=5-21-8-13
1=5-21-8(565—-2-21)=21-21—-8-55

(
)

vilket ger losningen m = —8 och n = —21. Vi skalar sedan om med 7 for att fa en partikuldrlésning
till 55m — 21n =7 och erhaller m = —56 och n = —147.

Den allméanna losningen till den diofantiska ekvationen 55m — 21n =7 ges nu av
m = —56 + 21k m = —147 + 55k, ke Z.

Vi har kvar att implementera kraven 0 < m < 100 och 0 < n < 100. Vi far tva lésningar som uppfyller
detta:
(7,18) och (28,73)

svarande mot k = 3 och k = 4.



2. (a) Los ekvationen
|22 — 1| +2[z+2|=6.  (3p)

(b) Los olikheten

+ ! <1 (2p)
X e . .
x4+ 2 P

Losningsforslag:

(a) Uttrycket i vansterledet har brytpunkter dir ndgot av argumenten i absolutbeloppen dr noll. Vi har
alltsa brytpunkterna x = —2 samt © = +1.

Nir x < =2 fas ekvationen
2 —1-2x+2)=6

det vill sdga
z? — 2z —11=0.

Vi loser demna andragradsekvation med kvadratkomplettering och far

r=1+vV12=1+2V3.
Endast x = 1 — 2/3 uppfyller dock x < —2.

Betrakta nu —2 < x < —1. Har har vi ekvationen
22— 14+2x+2)=6
det vill siga
2?4+ 22 -3 =0.
Rétterna till demna ekvation dr x =1 och x = —3 och ingen av dessa ligger i det aktuella intervallet.
Vi behandlar direfter —1 < x < 1. Nu dr 22 — 1 <0 och vi far

—(*=1)+2(x+2)=6
eller efter forenkling
(x—1)2=0.
Denna ekvation har en dubbelrot x = 1, vilken dock inte tillhér det aktuella intervallet.

Slutligen betraktar vi x > 1. Da far vi

22 —1+2(x+2)=6
alltsa

2?4+ 22 -3=0.

Denna ekvations losningar bestdmdes tidigare till x = 1 och © = —3, och nu ligger x = 1 inom det
aktuella intervallet.
Olikheten har sammanfatttningsvis de tvd l6sningarna x = 1 samt x = 1 — 24/3.
(b) Vi skriver om olikheten som

T+ —1<0

T+2
och bildar gemensam ndmnare i vdsterledet, vilket ger
2
v+ —1
—F—F < 0.
T +2

Genom att kvadratkomplettera erhdller vi x> + x — 1 = (z + (1 + V5)) (2 + (1 — V/5)) vilket i sin

tur ger oss olikheten
(z+3(14+V5)) (z+ 31— 5))
T +2

< 0.



Vi har sdledes en kvot med tvd faktorer i téiljaren och en i ndmnaren. Vi har —2 < —%(—1 — \/5) <
—L(-1+V5).

Olikheten dr uppfylld nir x < —2 ty da dr samtliga uttryck negativa. Nir —2 < x < %(—1 —/5) dr
ndmmnaren positiv och tdiljaren en produkt av tvd negativa faktorer, vilket gor hela uttrycket i vinsterledet
positivt. For %(—1 —V5) <z < %(—14—\/5) dr nadmnaren positiv och en av faktorerna 1 tdljaren positivt,
den andra negativ. Hela uttrycket dr da negativt och olikheten dr uppfylld.

Slutligen dr uttrycket i vansterledet positivt for x > %(flJr\/g) da taljaren dr en produkt av tvd positiva
faktorer och namnaren dr positiv.

Lésningarna till olikheten dr alltsd

1 1
x < —2 och 5(—1—\/5) <x< 5(—1-1—\/5).

. Ar n® + 2n jamnt delbart med 3 for alla naturliga tal n? Ar n® + 2n jimnt delbart med 4 for alla
naturliga tal n? Gor bevis eller ge motexempel.  (5p)

Lo6sningsforslag:

Lat oss skriva n3 + 2n = n(n? 4+ 2). Vi har enligt Fermats lilla sats att n?> = 1 modulo 3 om 3 ej delar
n. Ddrmed fas
P4+ 2n=nn*+2)=n1+2)=3n=0 mod 3.

Om n dr en multipel av 3 innehdller n® + 2n ocksd en faktor 3 pa grund av samma omskrivning. Detta
visar att n® + 2n dr delbart med 3 fér alla naturliga tal n.

Lat numn = 1. Dé dr 1+ 2 =3 ej delbart med 4 och sdledes dr svaret pé den andra fragan nej.

. Los den komplexa andragradsekvationen

224 4iz=T+4i.  (5p)
Loésningsforslag:
Vi genomfor forst en kvadratkomplettering och erhaller

22 b diz— T —4i = (24 2i)* — 3 — 4i.
Variabelbytet w = z + 21 leder till andragradsekvationen
w? — 3 —4i = 0.

Nu sdtter vi w = x + iy och erhdller

z? —y? 4+ 2izy —3—4i = 0.
Eftersom real-och imagindrdelar i vinsterled och hégerled maste vara lika fas

22 —y* =3 och 2ay=4.
Vidare maste vi ha |w|? = (3% 4+ 42)Y/2, det will siga

22+ y2 = 5.
Vi adderar vinsterledet och hégerled © den férsta och tredje ekvationen och far
22% =8

vilket ger x = +2. Bilder vi istdllet differensen mellan tredje och andra ekvationen erhdller vi

2y* =2,



och dirmed y = +1. Vi mdaste dock daven uppfylla ekvationen 2xy = 4 vilket reducerar till l6sningarna
w=2+1ochw=-2—1.
Slutligen har vi z = w — 2i vilket ger oss ldsningarna till den ursprungliga andragradsekvationen i form

av
z=2—1 och z=-2-31.

. (a) Finns det ndgot moniskt polynom av grad tre vars konstantterm &r positiv och vars nollstéllen &r
positiva?  (2p)
(b) Anvéind induktion for att bevisa sambandet

2 2 2 ., 2 _ 2
1-2 23 3-4 nin+1) n+1

for alla positiva heltal n.  (3p)
Losningsforslag: (a) Enligt Vietas formler gdller att

Q123 = —Aaop,

ddr ag dar konstanttermen i det moniska tredjegradspolynomet p och aq, s, a3 dr dess nollstdllen. Om
de senare alla dr positiva och ag > 0 kan sambandet omdjligt vara uppfyllt. Ett sadant polynom existerar
alltsa ej.

(b) Vi undersdker forst basfallet n = 1. I vinsterledet har vi dé

2
2 1
1-2
och i hogerledet
21 2
—=—-=1.
141 2

Detta etablerar basfallets giltighet.
Lat nu N > 1 vara fizt. Vi gor induktionsantagandet att

2 .2 .2 .2 _ 2N
1-2 2-3 3-4 N(N+1) N+1’

Vi énskar visa att det sékta sambandet foljer for N + 1. Vi skriver sdledes

2,2 2 2 2
1-2 2.3 3.4 N(N+1)  (N+1)(N+2)

_ 2N N 2 _ 2 (N+1>

N+1 (N+1)(N+2) N+1 N +2
2 N?42N+1 2 (N+1)? 2(N+1)
N+1 N+2  N+1 N+2  N+27

observera att vi har implementerat induktionsantagandet i forst steget. Vi har sdledes visat att vdns-
terledet for N + 1 sammanfaller med det sékta héogerledet och ddrmed genomfiort induktionssteget.

Induktionsprincipen ger nu vid handen att det sokta sambandet gdller for alla positiva heltal.

. Hur ménga ord kan bildas genom omkastning av bokstéverna i WALLAWALLA? Hur manga av dessa
innehaller inte AAAA?  (5p)

Losningsforslag:

Vi har givna tre olika bokstiver: fyra A, fyra L samt tva W. Antalet mdjliga ord ges alltsd av multi-
nomialkoefficienten
(4+4+2)! 10

a0 TS




vilket ger 3,150 mdjliga ord.
Lat oss nu bestamma antalet majliga ord som kan bildas av symbolen AAAA, tillsammans med fyra L
och tva W. Vi har multinomialkoefficienten
(14442 7
142l 42
alltsa 105 ord.

Vi far saledes att 3,150 — 105 = 3,045 ord kan bildas med bokstiverna i WALLA WALLA med kravet
att stringen AAAA ej forekommer.



