Losningsskiss tenta 2025-05-13, Analys del 1

1. (a)

Forlinger vi med konjugatuttrycket far vi vn2 +an — vn2 +b

 (n*+an)— (n*+0b) a N
V2 tan+vVn2+b  JI4a/n+/1+b/n2 2

da n — oo.

Med lampliga forlangningar och standardgransvérdet for sinus far vi

sin(z) sin(3x) - sin(x) 2z sin(3z)
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) = C
z—0  xsin(2x) z—0 x  sin(2x) 3x

Vi ser att funktionen f(z) = (2z — 1)e~®" ir definierad och kontinuerlig for
alla z € R. Darmed saknas vertikala asymptoter. Vi har dock att

oI f2) =0,

s y = 0 ar en tvasidig horisontell asymptot.

Efter forenkling far vi f(z) = 2(1 — x)(2z + 1)e~" s& derivatans nollstéllen
ar vid z = 1 och vid z = —1/2. Vi gor en teckentabell:

z | —1/2 1
fa) | - 0 + 0 -
fl@) | N0 =2/Ve 7 1fe N

Vi kan nu skissa grafen:

— y=fx)
-—- y=0
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Vi ser fran denna att grafen har ett globalt minimum f(—1/2) = —2/4/e, och
ett globalt max f(1) =1/e.

Vi far f"(z) = 2(42% — 22% — 62 + 1)e~* vilket visar att andraderivatan kan
ha hogst 3 nollstillen, men eftersom

f"(=10) <0, 1"(0) > 0, f7(1) <o, 7(10) > 0,

s har f”(x) precis 3 teckenvéxlingar, sa vi har ddrmed 3 inflektionspunkter.
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3. (a) Med partialintegrering far vi / ?In(z)de = | In(z)| — | % —dx
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(b) Vi fir / T % = [ = V3 / Ty = garctan() + O =
1
—— arctan(v/3z) + C, si
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4. (a) Definitionsméngden for arcsin &r [—1, 1], sa f(z) &r definierad precis da |1/z| < 1,
dvs da |z| > 1, s4a Dy =] — 0o, —1] U [1, 00].
(b) Funktionen f(z) ar definierad och kontinuerlig for alla x # 0 sa den enda
mojliga vertikala asymptoten ar x = 0. Nu géller lir% f(xz) =o00,88 ¢ =0 éar
Tr—r

verkligen en asymptot. Vi far vidare att

—1
sa& lim (f(z) —(—x—1))= lim — =0,s4d y = —x — 1 &r en asymptot
Tr—r—00

T——00 I
dd r — —oo. P4 samma sétt fas att y = ¢ 4+ 1 ar en asymptot d& = — oo.

5. (a) Man kontrollerar litt att t ex h(z) = (x — 1)3 uppfyller kraven.

(b) Derivatans definition, f6ljt av en forlangning med konjugat, ger

gz +h) —g(z)

g'(w) = Jimy h
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dér vi i gransévergangen dven utnyttjat att en deriverbar funktion alltid ar
kontinuerlig.



