Matematik I — Analys del 2

Losningsskiss till tentamen 2024-08-27

1. Funktionen f har derivatorna
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Detta ger Maclaurinpolynomet
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dar ¢ ar ett tal mellan 0 och . For 0 < z < 0,01 har vi 0 < ¢ < 0,01, vilket ger 1 + & > 1.
Dérfor ges felet av
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2. Vi ska anvinda oss av partialbraksuppdelning och har

5r — 8 5r — 8

f) = z(22 — dx + 4) - x(r —2)2

Pa grund av det dubbla nollstéllet 2 i ndmnaren véljer vi en ansats
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Multiplicerar vi ekvationen (1) med x och tittar pa griansviirdet da = — 0, sa far vi (“hand-
paliggning”) A = —8/4 = —2. Om vi multiplicerar (1) med z(z — 2)?, s& far vi

5z —8 = A(z — 2)? + Ba(x — 2) + Cx,

och 6vergang till griansvirdet da x — 2 ger 2 = 2C, dvs. C' = 1. Alltsa har (1), multiplicerat
med z — 2, formen
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och omformning ger
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Vi far darfor
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dar D € R.




3. De partiella derivatorna till f ar
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(z,y) = bzy — 6z = 6z(y — 1), i

(z,y) = 322 + 12y* — 24y.

%(CE, y) blir noll nédr = 0 eller y = 1. Inséttning avx =01 g—g(x, y)=0ger 12y(y—2)=0
och har l6sningarna y = 0 och y = 2. A andra sidan leder y = 1 till 322 — 12 = 0, vilket har
l6sningarna x = +2. Sammanlagt har vi fyra stationéra punkter,

(0,0), (0,2), (-=2,1), (2,1).

Funktionen f har inget storsta virde. Ett mojligt argument for detta ser sa héir ut: Funk-
tionen #r deriverbar overallt. Om den har ett storsta virde, sa maste detta virde antas i en
av de stationéra punkterna. Vi berdknar

f(0,0) =1, f(0,2)=-15, f(-2,1)=f(2,1)=-7.

Men t.ex. f(0,10) = 4000 — 1200 + 1 = 2799 &r (mycket) storre &n alla dessa vérden.
Alternativt kan t.ex. visas att f(x,2) gar mot +oo da z — +oo.

4. Omradet D beskrivs i poldra koordinater av x = rcosf, y = rsinf, dir 1 < r < 2 och
—m/2 <6 <7/2. Alltsa

jus 2 2
// dxdy —/ / TCOSG rdrdf = /2 cos@d@/ Tigdr
D1+(x2+y = 1+ ()R _z 1+r

= (sin(m/2) — sin(—n/2)) %/1

8 ——dr %[1n|1—|—r|]
_ % (In(9) — In(2)) .
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5. Denna DE har separabla variabler, da den kan skrivas

/_y2+1
T 1l4ax

Hogerledet har inga nollstéllen, vi far alltsa inga konstanta l6sningar, och DE:n &r ekvivalent
med

1 1
/ — dy= | —da,
1+ y? 1+
vilket ger
arctan(y) =In|l 4+ z| + C.

Saldnge som hogerledet ligger mellan —m/2 och 7/2 (vilket stdmmer for z néra noll och
lamplig konstant C), sa foljer

y(x) =tan(ln |1 + x| + C).

Vi bestdammer konstanten C: 1 = tan(C) ger C' = w/4 (som ligger i rétt intervall). Alltsa
har DE:n den entydiga 16sningen

y(x) = tan (ln\l + x|+ g) .



6. (a) Serien > .-, aj sigs att konvergera mot s € R om talfsljden

n

Sp = E ag

konvergerar mot s da n — oo, dvs. lim, s S, = s.

(b) DA f &r deriverbar giller samma sak for funktionen f2, och (f2)(z) = 2f(z)f'(x) < 0
géller for alla z € (1,00) eftersom f(z) > 0 och f/(x) < 0 for alla x. Sérskilt dr f? avta-
gande (och sjélvklart, positiv). Da f &r avtagande och floo f(z)dz < oo foljer att f(x) — 0
da x — 4oo. (Annars skulle f ha ett positivt gransvirde G := lim,— 10 f(z) > 0 och
flb f(@x)dz > G(b—1) skulle folja, vilket gar mot +00 da b — +oo, vilket motséiger integrer-
barhetsvillkoret.) Sarskilt géller for alla tillrickligt stora x, sig © > X, att f(z) < 1 och
dirfor f2(z) < f(x). Dérfor giller

/beQ(x)dx</be(x)dx

for alla b > X, och floo f?(x)dz < oo foljer. Enligt Cauchys integralkriterium konvergerar

serien Y ;o | f2(k).



