MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik I Analys del 2
Avd. Matematik 15 januari 2026
Examinator: A. Sola

Inga hjdlpmedel ar tillatna. Fullstindig motivering kravs i varje uppgift. Varje uppgift ar vard
6poing.

1. Beridkna arean av den rotationsyta som uppstar nar kurvan
Y= 5 0 S Yy S 187

far rotera runt y-axeln.
Denna uppgift togs fran problemsamlingarna.

2. (a) Bestdm samtliga primitiva funktioner till

=241
2+

/ /D yf(z)dady

D={(z,y) eR*:1<zx<2 —-1<y<1}

fz) = (4p)

(b) Forklara varfor dubbelintegralen
dér f(z) &r funktionen ovan och

har vérdet 0. Behover vi veta den primitiva funktionen fran deluppgift (a)? (2p)
Losningsforslag

(a) Vi har att gora med en rationell funktion vars tiljare har grad 4 och vars ndmnare har grad 2. Vi
genomfor darfor polynomdivision for att kunna skriva

f(z) = p(x) + g(2),
for ett polynom p och en rationell funktion g vars tdljare har ldigre grad dn dess ndmnare. Vi erhdller

2
p(x)=2°—x och g(x)= pop

Vi kan genast bestimma en primitiv funktion till p i form av
1 1
P(x) = -a® — 2>+ C
(x) 3%~ 5 +
ddr C ar en konstant.

Lat oss ddrefter bestamma en primitiv funktion till g(x). Vi ser att ndmnaren kan skrivas som en pro-
dukt av tvd distinkta linjira faktorer, x>+x = x(x+1). Didrmed kan vi ansdtta en partialbraksuppdelning

pa formen
A B
4 i
z x+1
Vi bildar gemensam ndmnare och far
(A+B)x+ A
22+



och detta uttryck dr lika med 1/(z* + x) precis nir A+ B =0 och A= 1. Alltsd fis
1 1 1

24+ x z+1

G(z)/(l i1>dxln|:z:|ln|z+1+0
r

Vi har

ddr C ar en reell konstant.
Genom att addera P och G fas nu

4 oz241 1 1
/udm:fz3—7x2—|—ln\x|—ln\:l:—|—1|—|—0.
2+ 3 2

(b) Vi observerar forst att integranden kan skrivas pd formen g(y) - f(z) dir g(y) = y. Vidare dr
omriadet D av produkttyp, D = [1,2] x [—1,1]. Enligt ett kint resultat fran kursen har vi

/[ ftasas = ( | 2 s ([ 11 )iy )

Den férsta faktorn i hogerledet dr andlig eftersom f dr slat pa intervallet [1,2] dd funktionens ndmnare
dr nollskild ddr. Den andra faktorn dr lika med O eftersom y dr en udda funktion som integreras dver
en symmetriskt intervall. Ddrmed inser vi att dubbelintegralens véirde dr lika med O utan att integralen
1 den forsta faktorn behdver berdknas.

. (a) Bestdm Maclaurinpolynomen av ordning 17 till funktionen
29
f(@) =wcos(a®) + 5. (3p)

(b) Beréikna gransvirdet

2T o (@)
Losningsforslag
(a) Vi utgar ifran standardutvecklingen
2 4
Y Y 6
=1-=+= B
cosy 5 top Ty Bily)

ddr B dr begransad i en omgivning av origo, och erhdller genom substitutionen y = x* utvecklingen
9 17

2 ()4 PR
zcos(zt) = (1 - % + % + (x4)632(m)> =r-— + Y3 + 2% By(x)

for en funktion Bs begrinsad i en omgivning av origo. Det sékta Maclaurinpolynomet ges sdledes av

1‘9 1‘17

pr7(x) =z — ?—’_ﬂ

(b) Vi utnyttjar utvecklingen i (a) for att skriva
9 17
zcos(z?) —x + % = 2—4 + 2% By ()

for en funktion By som dr begrinsad i en omgivning av origo. Detta ger att
1 4 z9 T 9
et <a:cos(x )—x+ 2) = — 4+ 2" By(x)

vilket later oss dra slutsatsen att det sokta grinsvdrdet dr lika med 0.



4. (a) Skissa omradet
D={(z,y) €R*: |z + |y <1}.  (Ip)

(b) Forklara varfor vi kan vara sikra pa att f(z) = 42?y — y antar ett storsta viirde och ett minsta
virde pd D. (2p)

(c) Bestam det storsta virdet och det minsta virdet som funktionen
flay) =2y —y

antar pd méngden D i deluppgift (a) och ange i vilka punkter dessa antas. (3p)
Losningsforslag
(a) Omradet dr en roterad kvadrat med sidor parallella med y = x och y = —x respektive.

(b) Den givna funktionen ges av ett polynom i tvd variabler och dr sdledes godtyckligt mdnga gdnger
partiellt deriverbar i planet, och speciellt kontinuerlig i hela R%2. Omradet D dr slutet och begrinsat,
alltsa kompakt. Enligt satsen om extremuvdrden antar sdledes funktionen f ett stérsta och ett minsta
vdrde pa D.

(c) Eftersom f ar partiellt deriverbar i planet och speciellt i D foreligger inga punkter dar f saknar

partiell derivata. Vi underséker alltsa f:s vdrden i stationdra punkter i D samt i randpunkterna till D.
Vi har
of of

%:2@4 och a—y:xQ—l.

Villkoret % =0 ger att © = +1. Insatt i % =0 ger detta att y = 0. Punkterna (£1,0) ligger i tvd av
hornen till D och ddrmed saknas stationdra punkter i det inre av D.

Vi underséker darfir f pd randen 0D wilken med fordel kan delas upp i fyra komponenter. Vi géar
igenom dessa moturs.

Den férsta randkomponenten ges av linjesegmentet y =1 —x, 0 < x < 1. Vi erhdller randfunktionen
gr(@)=fx,1—z)=2*(1-2)—(1—2)=—2*+2* +2 -1

Vi har gr(0) = —1 och gr(1) = 0 samt gj(x) = —32% + 2z + 1. Vi ser med hjilp av exempelvis
kvadratkomplettering att g5 (z) = (1 —2)(3z + 1) och eftersom detta uttryck dr icke-negativt pa [0, 1] dr
gr vizande pa detta intervall.

En andra randkomponent ges avy =1+ 2z, —1 < a < 0. Denna ger upphov till

gri(z) = f(z,1+2)=2?(1+2)—(1+2) =23 +2° -z — 1.
Vi har grr(—1) = 0 och g11(0) = —1 samt gh;(z) =32 + 22— 1= (2 +1)Bx—1) <0 nir -1 <z <0
vilket betyder att funktionen gr; dr avtagande for dessa vdrden pd x.

Tredje randkomponenten beskrivs avy = —1 —x, —1 < x <0 och ger oss
_ 2 _ .3 2
grrr(@)=a"(-1—2)—(-1l—z)=—a" —z*+z+ 1.
Denna funktion har grrr(—1) = 0 samt grrr(0) = 1, och gh;;(x) = (1 — 3x)(x + 1). Darmed ér grir
vdzande pd [—1,0].
En sista randkomponent ges avy =x — 1, 0 < x <1, och ger upphov till

grv(@)=2*(z-1)—(z—1) =2 -2 —2+ 1.
Vi ser att gry(0) = 1 och grv (1) = 0 medan ¢4, (z) = (x — 1)(3x + 1) dr negativ pd intervallet [0,1]
vilket medfor att gry dr avtagande ddr.

Efter en jimforelse av funktionen f:s vdrden i de fyra hérnen erhdller vi alltsi ett storsta virde 1 @
punkten (0,—1) och ett minsta virde —1 i punkten (0,1).



5. Finn den allménna I6sningen till differentialekvationen
Y (@) + 2 (2) — y(z) = €2 — 1.

Lo6sningsforslag
Enligt en kdnd sats kan den allmdnna losningen till differentialekvationen skrivas pa formen
y(x) = yn() + yp(x)

ddr yp dr den allmdnna losningen till motsvarande homogena ekvation medan y, dr en partikuldrios-
ning.

Vi borjar alltsa med att l6sa den homogena ekvationen
y'(z) + 2y (x) — y(x) = 0.
Den sedvanliga ansatsen y(x) = €™ leder till den karakteristiska ekvationen
r?+2r—1=0.

Vi kvadratkompletterar 2 + 2r — 1 = (r+ 1)2 — 2 och erhaller tvé distinkta rétter ri = —1 — /2 och
ry = —1 + /2. Déirmed ges den allmdnna losningen till det homogena problemet av

yn(z) = Cre~(1HV22) 4 Che(-14V2)z

dir C1,Cy € R dr konstanter.

Vi séker nu en partikuldrlosning till den inhomogena ekvationen. Eftersom vi har att géra med en
inhomogenitet som ges av en summa av en exponentialfunktion och en konstant ansdtter vi

y(r) = A+ Be*®

och soker bestimma A och B sd att ekvationen ar uppfylld. Notera att resonans ej foreligger dd vi har
2z i exponenten hos inhomogeniteten.

Derivering ger y'(z) = 2Be** och y"(x) = 4Be?®. Insittning i vinsterledet ger
4Be* 42 -2Be* — A — Be** = — A+ TBe*".

Vi vill att detta ska vara lika med e®®—1 vilket ger villkoren —A = —1 samt 7B = 1. En partikuldrlésning
ges alltsd av

1
Yp(z) = ?62:1; + 1.

Slutligen ges den allmdnna losningen till den givna differentialekvationen av
- s 1 o
y(@) = yn(x) + yp(z) = Cre(HV20) 4 Che(-1+V2)e ?62"L +1

dir Cy,Cy dr reella konstanter.



