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Inga hjdlpmedel &r tillatna. Fullstindig motivering krévs i varje uppgift. Varje uppgift ar vird
6poing.

1. Berdkna dubbelintegralen

//D(?)m + 3y)2dxd

dir D = {(z,y): 0 <2 <5,0<y <1}

Denna uppgift togs fran problemsamlingarna.
2. Bestam samtliga primitiva funktioner till

222 + 4z

fla) = 34+ 222+

Lo6sningsforslag

Vi forkortar forst den gemensamma faktorn x i tdljare och ndémnare och observerar att téiljarpolynomet
(bade fore och efter denna forkortning) har ligre grad dn polynomet i ndmnaren.

Vi ser att ndmnaren kan skrivas
242+ 1= (x+1)?

Vi har sdledes att ansdtta uppdelningen

A, B
e+l (z+1)2

Villkoret
A B 2 + 4

r+1 @12 @ty
har lésningarna A = B = 2 vilket betyder att

/ 22+ 4 d;v—/ 2dzx +/ 2dx

(z+1)2" ) z+1 (x+1)%

Den firsta integralen kan beriknas direkt och vi far [ 2/(z+1)dz = 2In|z+1|4+C. Den andra integralen
kan exempelvis berdknas med substitutionen uw = x+1. Vi far [ 2/(z+1)*dz = —2/(xz+1)+C. Dirmed

fas
/dm—2<1n|x+l|1)+0
z+1

3. Bestdm med hjélp av Maclaurinutveckling ett virde pa a € R som gor att gransvirdet

dar C dr en reell konstant.

. 2 3
z sin (%) -5 = az”
lim

x—0 X

11

existerar och ar nollskilt. Finns det flera mojligheter att vilja ett sadant a?



Losningsforslag
Vi drar oss till minnes standardutvecklingen
3 "
sint:t—g—i-ﬁo—i-O(a:?)
och sitter t = 2% /2. Detta ger 0ss

.732 1‘2 xﬁ mlo
n (L )=2 -2 O(x'2
Sm(2) 2 " 13 s TOW2)

samt efter multiplikation med x

/a2 - S SR ¥ )
xsin <2> =3 = + 3840 + O(z73).

Vi ser nu att om och endast om a = —1/48 fis

_(2? a? 7 L n 17
xsm<2>—2—ax = 3820° +O0(z")

vilket gor det givna gransvdrdet nollskilt och dndligt.

. (a) Skissa omradet
D = {(x,y) € R?: 2 +y* < 4}.

(b) Forklara viirfor vi kan vara sikra pa att f(x,y) = 1 + 2%y antar ett storsta och ett minsta viirde
pa D.

(c) Bestdm det storsta och minsta virdet som funktionen

fla,y) =1+2%

antar pa D.
Lo6sningsforslag
(a) Omridet dr en cirkelskiva med radie 2.

(b) En cirkelskiva med dndlig radie dr kompakt och varje polynom i tvd variabler dr kontinuerlig.
Sdledes antar varje polynom i tvd variabler ett storsta och ett minsta vdarde pd D, speciellt dven det
givna polynomet f.

(c) Vi noterar forst att f dr godtyckligt manga ganger deriverbar i R?, speciellt pa D. Det foreligger
alltsd inga punkter ddar f ej dr partiellt deriverbar.

Vi séker kritiska punkter genom att berikna 0, f = 2xy samt O, f = x*. Vi erhéller en kurva av kritiska
punkter pd formen (0,y). Vi har f(0,y) = 1.

Vi kan underséka randen som féljer: pa OD har vi 2 = 4 — y2. Genom insdittning av detta samband
far vi randfunktionen

9y) =fA—y*y) =1+ @ -y )y =1+4y —y°.
Derivering ger
g'(y)=4-3y°
och vi far nollstdllen y = :I:%. Fraan sambandet x = :I:M fas motsvarande x-koordinater r =
+y/4—3 = :I:\/g. Insiittning av dessa i f ger storsta virde 1 + 16/(3v/3) samt minsta virde 1 —
16/(3v/3).



5. Finn den allménna I6sningen till differentialekvationen
y"(z) + 4y(x) = sin(3z) + 1.

Lo6sningsforslag

Vi bestdmmer forst en losning till den homogena ekvationen. Vi ansdtter y = €™, deriverar och sdtter
in i differentialekvationen. Detta ger oss sekuldrekvationen r?> + 4 = 0, vilken har de konjugerade
imagindra rétterna r1 = 2i och ro = —2i. Tack vare Eulers identiteter far vi alltsa den allmdnna
losningen

yn(x) = Cy sin(2x) + C5 cos(2x)

dar Cy och Cy dr konstanter.

Vi soker ddrefter en partikuldrldsning till differentialekvationen. Resonans fireligger ej, och vi kan
ansdtta y, pd trigonometrisk form plus en konstant. Vi far y, =1/4 — 1/5sin(3z).
Slutligen fas

y(x) = yn(x) + yp(z) = C1sin(2z) + Cy cos(2z) + i - %sin(?)x).



