MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, Matematik I, 5 hp
Avd. Matematik den 21 augusti 2024
Examinator: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.
Eventuella bonuspoang raknas in under rattningen.

Koordinater forutsatts vara angivna i standardbasen om inget annat anges.

1. Lat f; = £(3,4) och £, = 1(4, —3) vara vektorer i R?.

1
5
(a) Visa att f; och fy tillsammans utgor en bas for planet. (1p)

(b) Bestédm skalarprodukterna (af; 4 0fy) « f; och (af; + 0fy) - f5 ddr a och b (2p)
ar reella tal.

(¢) Skriv vektorn £(17,6) som en linjirkombination av f; och f;. (2p)

Liosning. (a) Eftersom vektorerna inte ar parallella och ar tva till antalet, sa
utgdr de en bas. Alternativt kan vi stélla upp dem som kolonner i en
determinant och se att determinanten &ar nollskild.

(b) Vi har att |f;|> = |f5]* = 1 samt f; - f, = 0 (enkel berdkning). Vi noterar
att vektorerna utgoér en ON-bas. Detta leder till att

(af1 + bfg) . fl = CL‘fﬂQ + bfl . f2 =a
(af1 + bfg) . fg = CLfl . fg + b|f2|2 =b.

¢) Enligt foregdende berdkning har vi att om 1(17,6) = af; + bf,, sa ar
() 5

1 1
=—(17,6) - £ = —(17-34+6-4) =3

1 1
:71 .f :71 -4 c\— :2
b=-(17,6) - f = - (17-4+ 6 (~3))

Alltsa, %(177 6) = 3f; + 2f;. Man kan ocksa fa fram a och b genom ett
linjart ekvationssystem.

2. Berikna determinanten nedan (glém inte att motivera dina steg): (5p)

100 200 200 100
1 2 3 1

1 2 2 2

2 2 2 1
100 100 100 100

Lycka till!



Léosning. Vi bryter ut 100 ur forsta raden och 1/100 ur sista raden. Dessa
tar ut varandra och determinanen ar
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I andra steget ovan subtraherades forsta raden fran de tre andra. Efter ut-
veckling langs med sista raden, far vi kvar

(1)

S O N
O =N

1
0].
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Matrisen ar 6vertriangular, sa dess determinant ar 2 -1 -1 = 2. Det slutliga
svaret blir da —2.

. Los matrisekvationen AX = B dar (5p)
1 21 1 11

A=11 2 2 och B=1|0 11
1 01 0 0 1

Lésning. Om A &r inverterbar, si har vi att X = A~'B. Vi borjar med
berakningen for inversen, och hoppas att den existerar. Vi stéaller upp och
far

1 2 1|1 0 0
1 2 2/010
1 0 1]0 01
Efter gausselimination far man
1 00 1 -1 1
010 53 0 —3
00 1/—-1 1 0

s& inversen till A finns och det &terstar att berikna A~!B. Slutligen,
1 -1 1

1
-1 1 0

D=

111 1 1
01 1]=|3 0
001 — 0

o O

1

,—1), t € R och planet (5p)

. Bestdm avstandet mellan linjen L: (10,2,0) + ¢(1,2
-1 1,0,1)s, r,s € R}.

IT som ges av {(x,y,2) : (z,y,2) = (1,2, —=1)r + (1,



Lésning. Eftersom riktningsvektorn (1,2, —1) for linjen finns med som en av
planets riktningsvektorer, sa dr planet och linjen parallella. Planets normal
fas av kryssprodukten

(1,2,—1) x (1,0,1) = (2, -2, —2)
sa planet pa normalform &r 2z — 2y — 22 = 0. Detta kan aven skrivas som
x—1y—2z=0.Vivill nu ga fran en punkt pa linjen langs med riktningen
n = (1,—1,—1) tills vi hamnar i planet. Dvs. vi soker ¢ sa att (10,2,0) +
t(1,—1,—1) = (10+t,2—t, —t) uppfyller planets ekvation. Insatt i ekvationen
far vi
8
(10+t)—(2—t)—(—t) =0 <= 3t+8=0 < t:—g.
Detta ger att langden av vektorn (—8/3)(1, —1,1) &r avstandet vi soker. Vi

har att /3
I=8/3)01, ~1, ) = 510, -1, 1)) = =57,

Alternativt kan man ta en vektor mellan en punkt i planet och en punkt pa
linjen, och projicera denna pa n. Langden av projektionen ér precis langden
som sokes.

. Den linjira avbildning T : R* — R? ges av den ortogonala projektionen pa
vektorn (1,2, —1).

(a) Bestam 7°(1,0,1) samt 7'(4,8, —4).

(b) Bestam avbildningsmatrisen for 7" med avseende pa standardbasen.

Lisning. (a) Eftersom (1,0,1) &r ortogonal mot (1,2, —1), sa har vi att
T(1,0,1) = (0,0,0). Eftersom (4,8, —4) ar parallell med (1,2, —1), sa
galler T'(4,8, —4) = (4,8, —4).

(b) Projektion av x pa v ges av

XV
Xy = 75V,
vl
sa
<x7y72)'(172a_1) ZE+2y—Z
T = 1,2,-1)= ——(1,2,—1).
(l’,y,Z) 12+22+(_1>2 ( ) 4y ) 6 ( ) 4y )

Vi kan nu latt berdkna vad vektorerna i standardbasen avbildas pa—
dessa vektorer blir kolonnerna i avbildningsmatrisen:

1 2 -1
1
G 2 4 =2
-1 -2 1

(5p)



6. Lat u; = (a,b) och uy = (c,d) vara vektorer i R% L&t T : R? — R? vara (5p)
avbildningen som definieras av T'(x) = (x - uy, X - u2).
(a) Bestam 7'(2,3).

(b) Visa att T &r en linjar avbildning. Utga ifran definitionen for linjar av-
bildning samt egenskaper for skalarprodukt.

(c) Avgor vilket krav som ska gélla for (a,b) och (c,d) for att T ska vara
inverterbar.

Lésning. (a) Vi har att
T(2,3) =((2,3) - (a,)),(2,3) - (¢,d)) = (2a + 3b, 2¢ + 3d).

(b) Forst, rakneregler for skaldrprodukt ger (for u, v € R?) att

Dessa tva egenskaper verifierar att 1" &r linjar.

(c) Vi har att 7(1,0) = (a,c) och T(0,1) = (b,d), sa avbildningsmatrisen
for T' (i standardbasen) ges av
a b
c d)’

For att T ska ha invers, maste avbildningsmatrisen ha invers. Detta
géller precis da dess determinant ar nollskild, dvs. da ad — bc # 0.



