MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, Matematik I, 5 hp
Avd. Matematik den 9 januari 2025
Examinator: Jonas Bergstrom

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.
Eventuella bonuspoang raknas in under rattningen.

Koordinater forutsatts vara angivna i standardbasen om inget annat anges.

1. Bestam, for varje reellt tal a € R, alla 16sningar till ekvationssystemet: (6p)

r+ay+z =1
20 — z =0
ar+y+z =1

Lésning. Vi skriver ekvationssystemet i en utvidgad matris och anvinder
Gauss-elimination,

1 a 1]1 10 —1/2]0 10 —1/2 |0
20 —1|0|~|a 1 1 [1]~]0 1 (a+2)/2]|1
a1 1|1 1 a 1 |1 0a 3/2 |1

10 ~1/2 0

~lo 1  @+2)2 1

00 (a+3)(1—-a)/2|1—a

[ forsta steget sa multiplicerade vi rad 2 med 1/2, sedan bytte vi plats pa rad 1
och rad 2, och slutligen pa rad 2 och rad 3. I andra steget sa adderade vi rad 1
multiplicerad med —a till rad 2 och sedan adderade vi rad 1 multiplicerad
med —1 till rad 3. I tredje steget sa adderade vi rad 2 multiplicerad med —a
till rad 3.

Vi delar nu upp i tre fall:

e Om a = —3, sa har vi inga lésningar till ekvationssystemet (for sista
ekvationen éar da 0 = 4).

e Om a =1, sa far vi matrisen (pa reducerad trappstegsform),

10 —1/2]0
01 3/2 |1
00 0 [0

och diarmed en fri variabel z som vi sitter lika med parametern ¢t € R.
Losningarna i detta fall blir da (z,y, 2z) = (0,1,0) + ¢(1/2,—-3/2,1) for
godtyckligt t € R.



o Slutligen, om a # 1 och a # —3 sa far vi genom Gauss-elimination att

10 -1/2 0 100 %
0 1 (G+2)/2 % ~ 0 1 0 azﬁ

dér vi adderade rad 3 multiplicerad med 1/2 till rad 1 och sedan adde-
rade rad 3 multiplicerad med —(a + 2)/2 till rad 2. Alltsa sa har vi i

detta fall en unik 16sning (z,y, 2) = (;13, 243> 723)-

2. (a) Berdkna inversen till foljande matris:

1 -1 -1
A=1-3 2 3
2 4 =3

Lésning. Vi staller upp en utvidgad matris och anvéinder oss av Gauss-
elimination for att berdkna inversen,

1 -1 —-1{1 0 0 1 -1 -1} 1 00
-3 2 301 O0f(~|0 -1 0|3 10
2 4 =-3/0 01 0 6 -1/-2 01
10 -1|-2 -1 0 1 0 0-18 =7 -1
~101 0|-3 -1 0|l~]012O0-3 -1 0
00 —-1]16 6 1 00 1|{-16 -6 -1

I forsta steget sa adderade vi rad 1 multiplicerad med 3 till rad 2 och
sedan adderade vi rad 1 multiplicerat med —2 till rad 3. I andra steget sa
adderade vi forst —1 multiplicerad med rad 2 till rad 1 sedan adderade
vi 6 multiplicerat med rad 2 till rad 3, och darefter sa multiplicerade vi
rad 2 med —1. I tredje steget s adderade vi —1 multiplicerad med rad 3
till rad 1, och darefter s& multiplicerade vi rad 3 med —1.

Fran detta foljer att

—-18 -7 -1
A'=1 -3 -1 0
—-16 —6 —1

(b) Berékna alla 16sningar till ekvationssystemet AX = B dar

1 -1 -1 2 0 -1
A=1|-3 2 3 och B=1|-5 3 0
2 4 =3 2 -7 6

(4p)

(2p)



Lésning. Fran uppgift 2 (a) sa vet vi att A &r inverterbar och alltsa har
ekvationen unik 16sning,

—18 -7 -1 2 0 -1 -3 —14 12
X=A1'"B=|-3 -1 0|-[-5 3 0|l=]-1 -3 3
—-16 —6 —1 2 -7 6 —4 —11 10

Bestam planet (pa normalform) som innehaller linjen ¢ : {(1+¢,1,1—¢) :
t € R} och punkten P = (2,—2,1).

Lésning. Punkten @ = (1,1, 1) ligger pa linjen ¢ med en riktningsvektor
v = (1,0,—1). Diarmed kommer vektorn QP = (1,—3,0) ligga i planet

och
1 1 e
IXQP=|0 -3 é&/|= (—3,—-1,-3)
-1 0 e3

ar en normal. Detta sédger oss att planet, pa normalform, blir —3z —
y—3z+ D = 0 for nagot D € R. Genom att anvinda att P ligger pa
planet sa far vi att —6 + 2 — 3 + D = 0 och planets ekvation blir alltsa
—3r—y—3z+7=0.

Bestam ett plan (pa normalform) som ér ortogonalt mot linjen ¢ : {(1+
t,1,1—1):t € R} och som har avstand /2 fran punkten P = (2, =2, 1).
Lésning. Eftersom planet &r ortogonalt mot ¢ sa &r en riktningsvektor
v = (1,0, —1) till linjen ¢ ocksa en normalvektor till planet. Planet kan
da skrivas pa normalform som x — z + D = 0 fér nagot D € R.

Linjen, genom den punkt ) pa planet som ligger ndrmast P, kommer

vara ortogonal mot planet. S& vektorn PQ kommer vara parallell med v
och av langd V2. Alltsé ar antingen

=(2,-2,1) + a0l (3,-2,0)

Q=P+PQ= P+\/_ 7

eller

(1,0,-1)
=(2,-2,1) — V22— = (1,-2,2).
[1o]] V2
Genom att anvanda att () ligger pa planet sa far vi att 3 + D = 0
(eller —1 + D = 0) och planets ekvation blir alltsa © — z — 3 = 0 (eller
r—z+1=0).

Q=P+PO=P— V31

(3p)

(3p)



4. Betrakta foljande linjira avbildningar fran R3 till R3.

« S som speglar vektorer i linjen ¢ : {(¢,0,—t) : t € R}.
e P som projicerar vektorer ner pa planet x + 2y + z = 0.
Bestdm avbildningsmatriserna for S och P i standardbasen, samt fér den

sammansatta avbildningen 7" som forst utfor S pa en vektor och sedan utfor
P pa resultatet.

Lésning. En riktningsvektor till linjen ¢ dr v = (1,0, —1) och vi har da att

(z = 2)
2

(170’ _1) - (l‘7ya 2) =

=(x—-202—-2)—(2,9,2) = (—2,—y, —)

S((‘T>ya Z)) = 2pr0j@((a?,y,z)) - (I,y,Z) =2

for en godtycklig vektor (z,v,2) € R3. Alltsd blir avbildningsmatrisen Ag
till S i standardbasen:

En normalvektor till planet ar u = (1,2, 1) och vi har da att

(z +2y +2)
6

1
:6(5x—2y—z,—2x+2y—22,—x—2y+5z)

P((‘xay?Z)) = <x7y72> - projﬂ((:l:,y, Z) = (l’,y,Z) - (1727 1) =

for en godtycklig vektor (z,y,2) € R3. Alltsd blir avbildningsmatrisen Ap
till P i standardbasen:

(5 -2 -1
Ap=z|-2 2 -2
-1 -2 5

Slutligen sa blir avbildningsmatrisen Ar till 7' i standardbasen:

1 2 -5
2 =2 2
-5 2 1

Ap - Ag =

[ AR

(6p)



5. (a)

Ség att vektorerna o1, U, U3 i R utgor en bas och fixera tre godtyckliga
vektorer iy, s, u3 i R3. Visa att det finns en unik linjir avbildning T
fran R3 till R3 sddan att T'(v1) = 1, T(v2) = 4y och T(v3) = us.
Lésning. Till en godtycklig vektor v € R? s finns unika tal Aj, Aa, \3 € R
sddana att 0 = \0; + Aoy + \303, eftersom oy, U9, U5 i R? utgor en bas.
En avbildning 7" fran R3 till R? ar linjar precis om

T(v) = T (M1 + A0z + A303) = MT(01) + AT (v2) + A3T'(v3)

galler for varje vektor v i R3. Om 7T fran R3 till R3 ska vara en linjar
avbildning sadan att T'(vy) = uy, T'(v9) = ug och T(v3) = ug sa ser vi
nu att det finns precis en mojlighet, namligen att definiera 7' genom att
sitta T(0) = Mty + Aotip + A3lis, for varje vektor v i R3.

Konstruera en linjir avbildning 7" fran R? till R? sddan att:
T(1,1,2) = (2,0,2) och T(1,—1,0)=(-1,3,1),

samt sddan att T ar inverterbar. (Glom inte att visa att den linjira
avbildningen du konstruerat faktiskt ar inverterbar.)

Lésning. Satt vy = (1,1,2), v = (1,—1,0) och v3 = (0,0, 1). Ekvationen
(0,0,0) = A\iv1 + AaUg + A3U3 = (A1 + Ao, At — Ao, 2A1 + A3)

ger att

O+0:()\1+>\2)+<)\1—)\2):2)\1
0—0= (A +X) — (M — Aa) =2)
0=2\+A3=2X\3

sa vektorerna vy, vy, v3 ar linjirt oberoende, och utgor darfor en bas V
for R3.
Vi ser att (2,0,2) = v; + U2 och att (—1,3,1) = v; — 205 — v3. Vi defini-
erar nu den (unika fran uppgift 6 (a)) linjara avbildningen 7" sidan att
T(v1) = vy + v, T'(v9) = v — 209 — v3 och T'(v3) = v3. Avbildningsma-
trisen A till T'i basen V blir da
1 1 0
A=11 =2 0
0 -1 1

Vi har att det(A) = —3 # 0 och alltsa ar A inverterbar. Det foljer da
att T ar inverterbar.

(2p)

(4p)



