MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, Matematik I, 5 hp
Avd. Matematik den 15 februari 2025
Examinator: Jonas Bergstrom

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.
Eventuella bonuspoang raknas in under rattningen.

Koordinater forutsitts vara angivna i standardbasen om inget annat anges.

1. Bestam, for varje reellt tal a € R, alla 16sningar till ekvationssystemet: (6p)

r+ay+z =0

r—y+z =2

T+ az =1.
Obs: Man ska for varje reellt tal a € R bestamma alla losningar, inte bara
rakna ut hur manga de dr.

Lésning. Vi skriver ekvationssystemet i en utvidgad matris och anvander
Gauss-elimination,
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I forsta steget sa adderade vi rad 3 multiplicerad med —1 till rad 1 och sedan
adderade vi rad 3 multiplicerad med —1 till rad 2. I andra steget s& adderade
vi rad 2 multiplicerad med a till rad 1. I tredje steget sa multiplicerade vi
rad 2 med —1, sedan bytte vi plats pa rad 1 och rad 3.

Vi delar nu upp i tre fall:

e Om a = —1, sa har vi inga losningar till ekvationssystemet (for sista
ekvationen ar da 0 = —2).
e Om a =1, sa far vi matrisen (pa reducerad trappstegsform),
10 1)1
01 0|-1
0 00O

och diarmed en fri variabel z som vi sitter lika med parametern ¢t € R.
Losningarna i detta fall blir da (z,y,2) = (1,—1,0) + ¢(—1,0,1) for
godtyckligt t € R.

Var god véand!



e Slutligen, om a # 1 och a # —1 sa far vi genom Gauss-elimination att

10 a 1 10 0f 22t
01 a—1] =1 |~|0 10—
1 1
dar vi i forsta steget multiplicerade rad 3 med m [ andra steget

sa adderade vi rad 3 multiplicerad med —(a — 1) till rad 2 och s& adde-
rade vi rad 3 multiplicerad med —a till rad 1. Alltsa sa har vi i detta
fall en unik 16sning (z,vy, 2) = (22, —-2 ).

a+1"’ a+1’ a+1

2. Lat v, = (1,3,1) och 93 = (1,—1,1) vara vektorer i R>.

(a)

Visa att vy, U9 ar linjart oberoende. (1p)
LOSTLZ’ﬂg Betrakta ekvationen /\1171 +)\2172 = ()\1 —|—>\2, 3)\1 — )\2, )\1 —f-)\g) =
(0,0,0), dar Ay, Ap ar variabler. Detta ger att A\;+As = 0 och 3\ =Xy = 0.

Den forstndmnda ekvationen ger att Ay = —\; vilket insatt i den andra
ekvationen ger att 4\; = 0. Alltsa ar \; = Ay = 0, vilket visar att vy, vy

ar linjart oberoende.

Beriikna en vektor i R® som ér ortogonal mot bade v; och vs. (1p)

Lisning. Kryssprodukten till 9, 75 dr en vektor i R3 som ér ortogonal
mot bade v; och v5 och

3 —1
1 1

1 1
3 —1

Y

'1_11X1_)2:(‘ 11
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‘) = (4,0, -4).

Hitta reella tal a, b sadana att av, 4+ bvs = (2,0, 1), eller visa att det inte (2p)
ar mojligt.

Lésning. Ekvationen avq +bvy = (a+b,3a—b,a+b) = (2,0, 1) ger direkt

att a+b =2 och a4+ b = 1. Dessa tva ekvationer kan inte samtidigt vara
sanna, sa det dr inte mojligt att hitta en losning till ekvationen.

Hitta reella tal ¢, d sadana att cv; + dvy = (—1, 3, —1), eller visa att det (2p)
inte ar mojligt.

Lésning. Ekvationen cvy + dvy = (¢ + d, 3¢ — d,c + d) = (—1,3,-1)

ar ekvivalent med att ¢ +d = —1 och 3¢ — d = 3. Den f{érstnamnda
ekvationen ger att d = —1 — ¢ vilket insatt i den andra ekvationen ger

att 4c = 2. Alltsa ger ¢ = 1/2 och d = —3/2 den unika losningen till
ekvationen.



3. Lat tva linjer i R? definieras genom ¢; = {(1,0,2) + (s,0,—s) : s € R} och (6p)
ly = {(—1,0,1) + (3t,t,—2t) : t € R}. Berdkna minsta avstandet mellan
linjerna, och hitta de tva punkter pa linjerna som ligger ndrmast varandra.

Lésning. Lat Pp = (1+,0,2—5") pa f; och Py = (—1+3t',t',1—2t') pa {,
vara punkterna som ligger ndrmast varandra. Da vet vi att PP, = (2+ s —
3t', —t', 1—s'42t') &r ortogonal mot riktningsvektorn v; = (1,0, —1) till #; och
riktningsvektorn vy = (3,1, —2) till £y. Alltsa, PyP;-v; = 1425 —5t' = 0 och
P, P,y = 4+55'—14t' = 0. Loser vi detta ekvationssystem s& far vi den unika
16sningen s’ = 2 och ' = 1. Detta ger att P, = (3,0,0) och P, = (2,1, —1)
samt att avstandet dem emellan ér |P,Py| = |(1,—1,1)| = v/3.

4. Betrakta foljande linjira avbildningar fran R till R3. (6p)

e S som speglar vektorer i planet x 4+ y = 0.
e P som projicerar vektorer ner pa linjen {(¢,0, —t) : t € R}.
Bestam avbildningsmatriserna for S och P i standardbasen, samt for den

sammansatta avbildningen 7" som forst utfor S pa en vektor och sedan utfor
P pa resultatet.

Lésning. En normalvektor till planet = +y = 0 ar v = (1,1,0) och vi har da
att

(z +y)

S((z,y,2)) = (x,y,2) — 2pr0j5((7, 9, 2)) = (2,y,2) — 2 (1,1,0) =

= (xvyaz) _(x—i_yax—i_ya()) = (_yv_xvz)

for en godtycklig vektor (z,v,2) € R3. Alltsd blir avbildningsmatrisen Ag
till S i standardbasen:

0 -1 0

As=|-1 0 0

0 0 1

En riktningsvektor till linjen ar u = (1,0, —1) och vi har da att

(r — 2)
2

. 1

P((z,y,2)) = proj;((z,y,2)) = (1,0,-1) = = §(x — 2,0,z — )
for en godtycklig vektor (z,y,z) € R3. Alltsd blir avbildningsmatrisen Ap
till P i standardbasen:

1 0 -1
0 0 0
-1 0 1

1
AP:§



Slutligen sa blir avbildningsmatrisen Ar till T" i standardbasen:

5. (a)

1 0 -1 -1
AP~AS:§ 0 0 0
0 1 1

Lat \ vara ett reellt tal och definiera den linjara avbildningen 7', fran R?
till R?, genom T'(v) = Av for alla v i R Visa att avbildningsmatrisen
till 7" &r densamma oberoende av bas.

Lisning. Tag en godtycklig bas o1, 7, for R2. D& ar enligt definitionen
Tv, = Avg och Tvy = Mvy. Alltsa ar avbildningsmatrisen for T i basen

U1, U9 lika med (g\ ?\) Resultatet foljer eftersom basen var godtycklig.

Antag att T ér en linjir avbildning fran R? till R?, vars avbildningsmatris
ar densamma oberoende av bas. Visa att det da finns ett reellt tal A
sddant att T'(v) = v for alla v i R?. Tips: Birja med avbildningsmatrisen
till T i en bas, och experimentera sedan med enkla konkreta basbyten.

Lésning. Tag en godtycklig bas V' : 9y, U for R%. Avbildningsmatrisen Ay

for T i basen V' ar da lika med Ay = for nagra reella tal a, b, ¢, d.

b
d
Lat wy, = vy, wy = —v9. Da ar W : wy, wy en bas och basbytesmatrisen

fran basen W till basen V ar lika med B = (1 och avbildnings-

0
0 —1
matrisen Ay for T i basen W ér lika med B~'Ay B = _ac _db . Bf-
tersom avbildningsmatrisen dr densamma oberoende av bas sa foljer att
Ay = Ap och alltsd maste b = ¢ = 0. Lat nu u; = 0o, 4y = v1. Da
ar U : uy,us en bas och basbytesmatrisen fran basen U till basen V' ar

lika med C' = (? é) och avbildningsmatrisen Ay for T i basen U ar

lika med C~'AyC = <E)l 2) Eftersom Ay = Ay sa maste a = d, och
Ay = 8 2) Eftersom [T'(v)]y = Ay [v]y = alv]y for godtycklig vektor

viR? 84 ér T(v) = av.

(3p)

(3p)



