MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
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Avd. Matematik den 8 januari 2026
Examinator: Jonas Bergstrom

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.
Eventuella bonuspoang raknas in under rattningen.

Koordinater forutsatts vara angivna i standardbasen om inget annat anges.

1. Bestam, for varje reellt tal a € R, alla 16sningar till ekvationssystemet: (6p)
ar+y—az =-—1
rT+2y+z =2
2v+4dy—2 = -2

20 +4y + 52z = 10.

Lésning. Vi skriver ekvationssystemet i en utvidgad matris och anvander
Gauss-elimination,

a 1 —al -1 12 112 1 2 1 2
12 112 a 1 —al| -1 0 1-2¢ —2a|—1-2a
24 —11-2|"7 124 —1]-2]" o o —3 —6
2 4 5|10 2 4 5|10 0 0 3 6
1 2 1 2 1 2 1 2
0 1—2a —2al|—-1-—2a 0 1—2a —2al|—-1-—2a
“lo o —3 -6 |7 lo o 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0
0 1—2a 0| —1+2a
“lo o 1 2
0 0 0 0

I forsta steget sa bytte vi plats pa rad 1 och rad 2. I andra steget sa adderade
vi rad 1 multiplicerad med —a till rad 2 och sedan adderade vi rad 1 mul-
tiplicerad med —2 till rad 3 och sedan adderade vi rad 1 multiplicerad med
—2 till rad 4. T tredje steget sa adderade vi rad 3 till rad 4. I fjarde steget
sa multiplicerade vi rad 3 med —1/3. T femte steget sa adderade vi rad 4
multiplicerad med —1 till rad 1 och sedan adderade vi rad 1 multiplicerad
med 2a till rad 2.



Vi delar nu upp i tva fall:

e Om a = 1/2, sa far vi matrisen (pa reducerad trappstegsform),

S OO
S O O
O = O O
S NN OO

och darmed en fri variabel y som vi satter lika med parametern t €
R. Losningarna i detta fall blir da (z,y,2) = (0,0,2) + ¢(—2,1,0) for
godtyckligt t € R.

e Slutligen, om a # 1/2 sa far vi genom Gauss-elimination att

1 2 0 0 1200 10 0|2
0 1-2a 0| —1+2a 01 0/[-1 01 0|1
0o 0 1 2 “loo 127 ]oo 1] 2
0 0 0 0 0000 0000

dar vi multiplicerade rad 2 med 1/(1 — 2a) och sedan adderade rad 2
multiplicerad med —2 till rad 1. Alltsa sa har vi i detta fall en unik
16sning (x,y,z) = (2,—1,2).

2. (a) Avgor for vilka virden pa det reella talet a € R som foljande matris ar (3p)

inverterbar:
1 0 -1
A=11 a =2
0o —-1 2

Lésning. Vi berdknar determinanten

1 0 -1 1 0 -1
detA=1|1 a -2/=10 a -1|=
0o -1 2 0 -1 2

= 2a — 1,

dér vi forst adderade rad 1 multiplicerad med —1 till rad 2, sedan ut-
vecklade ldngs forsta kolonnen, och slutligen anvande formeln for deter-

minanter av 2 x 2-matriser. En matris ar inverterbar omm determinanten
ar nollskild, vilket i detta fall &r da a # 1/2.



(b) Avgor for vilka vérden pa det reella talet @ € R som matrisen A (fran (3p)
foregaende deluppgift) kommuterar med matrisen B (dvs AB = BA)

dar:
2 01
B=[-1 1 2
0 11
Losning. Vi beraknar
2 -1 0 2 -1 0 0 0 0
AB—-BA=1|2—a a—2 2a—1|—(0 a—2 3| =|2—a 0 2a-—14
1 1 0 1 a—1 0 0 2—a 0

Alltsa kommuterar matriserna A och B omm a = 2.

3. Lat u = (1,2,-1,3), v = (3,4,-3,1), w = (—4, —3,4,8), vara vektorer i R*.

(a) Avgor om vektorerna u, v, w ar linjart oberoende. (3p)

Losning. Vektorerna u, v, w ér linjart oberoende omm ekvationen Au +
o + vw = (0,0,0,0) dar A, u, v ar variabler, endast har lésningen A =
i = v = 0. Vi skriver upp ekvationen i en utvidgad matris och anvander
Gauss-elimination,

1 3 —4]l0 1 3 —4]0 1 3 —4]0
2 4 -3|0 0 -2 510 0 -2 5 |0
1 =3 40l 1o o ool 1o 0o o0
3 1 810 0 -8 2010 0 0 010

I forsta steget sa adderade vi rad 1 multiplicerad med —2 till rad 2 och se-
dan adderade vi rad 1 till rad 3 och sedan adderade vi rad 1 multiplicerad
med —3 till rad 4. I andra steget sa adderade vi rad 2 multiplicerad med
4 till rad 4. Matrisen ar nu pa trappstegsform och eftersom det finns en
fri variabel (tre variabler totalt och tva pivotvariabler) sa har ekvationen
odndligt manga losningar. Alltsa ar vektorerna linjart beroende.

(b) Avgor om vektorn ¢ = (1,1,—1,1) i R* ir en linjirkombination av @, v, (3p)
w.

Losning. Vi skriver upp ekvationen i en utvidgad matris och anvander
samma Gauss-eliminationssteg som i foregaende uppgift,

1 3 —4]1 1 3 —4|1 1 3 —4] 1
2 4 3|1 0 -2 5 |—1 0 -2 5 |—-1
1 -3 4 |=1|"1o o oo fo o o]o0
3 1 8|1 0 -8 20| -2 0 0 01?2



Eftersom sista ekvationen aldrig ar uppfylld sa finns inga losningar till
ekvationssystemet. Alltsd ar ¢ inte en linjirkombination av @, v, .

Bestam tva olika plan (pa normalform) som skér varandra ortogonalt
och som bada innehéller linjen ¢ : {(1+¢,1,1 —1¢): ¢t € R}.

Lésning. Linjen ¢ har en riktningsvektor u = (1,0, —1). Vi véljer en
vektor som &r ortogonal mot u, t ex v = (0,1,0). Kryssprodukten w =
u X v ar da ortogonal mot bade w och v. Vi beraknar

0 1
-1 0

10

)

-1 0

_‘1 0

ﬂxﬂz(‘

Lat nu p vara ett plan med v som en normalvektor, vilket ger ekvationen
y+ D = 0 for nagot tal D. Lat ¢ vara ett plan med w som en normalvek-
tor, vilket ger ekvationen x + z + F = 0 for nagot tal E. Dessa plan ar
ortogonala mot varandra (eftersom deras normalvektorer ar det). Punk-
ten P = (1,1,1) ligger pa linjen £. Genom att sitta D = —1 och £ = —2
sa ligger P pa p och ¢, och eftersom /s riktningsvektor ar ortogonal mot
normalvektorerna till p : y —1 = 0 och ¢ : z + 2 — 2 = 0 sa innehaller
dessa plan linjen ¢.

Bestdm avstandet mellan planet p; givet pa normalform av z—2y+2z = 1
och planet py givet pa parameterform av (1,1,1)+s(3,2,1) +¢(—1,2,5)
dér s,t € R ar parametrar.

Losning. Vi berdaknar en normalvektor till po genom att berdkna kryss-
produkten

2 2
15

3 —1
2 2

Y

(3,2,1) x (—1,2,5) = (‘

31
s

‘) = (8,-16,8),

vilken &r parallell med normalvektorn n = (1, —2, 1) till planet p;. Alltsa
ar planen p; och p, parallella. Vi kan darfor ta godtycklig punkter, sag
P, =(1,0,0) pa p; och P, = (1,1,1) pa py, dar avstandet mellan p; och
p2 blir lingden av ortogonala projektionen av Py P, = (0,1, 1) pa 7, dvs

Iprojs(PLBs)|| = |7 - PrPo| /[l = | = 1]/v/6 = 1/ V6.

5. For godtyckliga vektorer @, w i R?® sd 14t proj.(w) beteckna den ortogonala
projektionen av vektorn w pa vektorn u.
Lat nu u = (1,0,1), v = (2,1,1) och 14t T : R? — R? vara avbildningen som
definieras av T'(w) = proj,(w) + proj;(w).

(3p)

(3p)



(a) Bestam T'((a,b,c)) for en godtycklig vektor (a,b,c) i R3.
Lésning. Vi har att

—~

a+c)

2a+b
L (Ratbto)

T((a,b,c)) = (1,0,1) (2,1,1)

1
:6(7a+2b+50,2a+b+c,5a—|—b+4c).

(b) Visa att T" &r en linjir avbildning.
Notera att man inte far ta det for givet att ortogonal projektion dr linjdr.

Losning. Vi har att

T(Ma,b,c)+ p(d,e, f)) = é(?()\a + pd) + 2(Ab + pe) + 5(Ae + puf),
2(Aa + pd) + Ab+ pe + e+ pf, 5(Aa + pd) + \b + pe + 4(Ae + pf))
= 2(7a—|—2b+5c, 2a+b+-c, 5a~|—b—|—4c)~|—%(7d+2e+5f, 2d+e+f, bd+e+4f)

= AT'((a,b,¢)) + pT((d, e, f)).

Alltsa ar T' en linjar avbildning.

(c) Hitta en nollskild vektor w sadan att T'(w) = (0,0,0).
Lésning. Om en vektor w &r ortogonal mot u sa ar proj;(w) = (0,0,0)
och motsvarande galler for v. Alltsa har vi att

T'(u x v) = projg(u x v) + projz(u x v) = (0,0,0) + (0,0,0) = (0,0,0)
och

01
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1 2

B 1 2
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. 1‘) = (~1,1,1) % (0,0,0).
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