MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, Matematik I, 5 hp
Avd. Matematik den 7 februari 2026
Examinator: Jonas Bergstrom

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.

Koordinater forutsatts vara angivna i standardbasen om inget annat anges.

1. Bestam, for varje reellt tal a € R, alla 16sningar till ekvationssystemet: (6p)

ar —2y+2z—5w =0
r+2y+22—-3w =1
—r—2y—z+w =0

Lésning. Vi skriver ekvationssystemet i en utvidgad matris och anvander
Gauss-elimination,

a —2 2 =510 1 2 2 =31
1 2 2 3|1~ a -2 2 =50
-1 -2 -1 110 -1 -2 -1 110

1 2 2 -3 1

~10 —-2a—2 2—2a 3a—5]|—a

0 0 1 —2 1

I forsta steget sa bytte vi plats pa rad 1 och rad 2. I andra steget sa adde-
rade vi rad 1 multiplicerad med —a till rad 2 och sedan adderade vi rad 1
multiplicerad med 1 till rad 3.

Vi delar nu upp i tva fall:

e Om a # —1, sa far vi genom Gauss-elimination att:

1 2 2 -3 1
0 —2(a+1) —2(a—-1) 3a—5|—a
0 0 1 —2 1
1 2 2 -3 1 1 2 0 1 -1
a—1 3a—5 a 1 2—a
~ 01 a1 2(a+1) | 2(at1) | 010 3 2(a+1)
00 1 —2 1 001 =2 1

I forsta steget s& multiplicerade rad 2 med —1/(2a 4 2). T andra steget
sa adderade vi rad 3 multiplicerad med —(a — 1)/(a + 1) till rad 2 och



multiplicerad med —2 till rad 1. I tredje steget sa adderade vi rad 2
multiplicerad med —2 till rad 1. Vi har dédrmed en fri variabel w som
vi sitter lika med parametern ¢ € R. Losningarna i detta fall blir da
(2, y,z,w) = (—25, 55-%,1,0) + (0, —3, 2, 1) for godtyckligt ¢ € R.

T at1o 2(a+1)7
e Om a = —1 sa far vi genom Gauss-elimination att:
12 2 —-3]|1 12 2 =3|1
004 —8|1|~|00O0 0|3
001 =2]1 001 =2]1

dar vi adderade vi rad 3 multiplicerad med —4 till rad 2. Ekvationen i
rad 2 ger nu en motsdgelse och alltsa har vi inga losningar i detta fall.

2. (a) Avgor for vilka virden pa det reella talet @ € R som vektorerna (3p)
u=(l,a,a), v =(-2,2,3), w = (1,—1,—6) &r linjart oberoende.
Losning. Vektorerna ar linjart oberoende omm ekvationen A\u + pv +
vw = 0 dar A\, u, v € R &r variabler, endast har den triviala losningen
A = p = v = 0. Skrivet pa matrisform blir ekvationen

A 0 1 -2 1
Alpl =10 dair A=|a 2 -1
v 0 a 3 —6
Denna ekvation har endast den triviala losningen omm det(A) = —9(1+

a) # 0, dvs omm a # —1.

(b) Berékna, for varje viarde pa det reella talet a € R, determinanten till (3p)
matrisen 2 - A dar:

1 =2 1
A=1la 2 -1
a 3 —6

Lésning. Vi har att det(2-A'%) = 23.det(A1?) = 23.det(A)!0 = 23.910.(a+1)0.

3. Lat p; vara planet givet pa normalform av x — 2y + z = —1 och planet py
givet pa parameterform av (1,1,1) + s(2,2,1) + t(—1,2,3) déar s,t € R ar
parametrar.

(a) Bestdm a € R sadant att de tre planen pq, pe, p3 skar varandra i en (3p)
linje ¢, dar planet ps ar given pa normalform av —x +y — 32 = a.



Lésning. Planet ps har en normalvektor

2 2
1 3 ) - (47—77 6)7

’

(2,2,1) x (—1,2,3) = (‘

2 -1
T3

2 -1
2 2

vilket ger att py pa normalform ges av 4o —Ty+62z = D for nagot D € R.
Eftersom punkten (1,1, 1) ligger pa py sa har vi att 4 —7+6 = D.

Da géller att en punkt (zo, yo, 20) ligger pa alla tre planen py, pa, p3 omm

1 -2 1 o -1
4 =7 6 |.lyw]|=]| 3
-1 1 -3 20 a

Detta skriver vi i en utvidgad matris och anviander Gauss-elimination

1 -2 1 |-1 1 -2 1 -1 1 =2 1| -1
4 -7 6|3 |~0 1 2 7 ~10 1 2| 7
-1 1 =3 a 0 -1 -2|a-1 0 0 Ola+6

I forsta steget sa adderade vi rad 1 multiplicerad med —4 till rad 2
och multiplicerad med 1 till rad 3. I andra steget sa adderade vi rad 2
multiplicerad till rad 3. Nu ser vi att om a # —6 sa har ekvationssystemet
ingen l0sning. Om a = —6 s& har vi en fri variabel och alltsa utgor
losningsméangden en linje.

Bestédm linjen ¢ pa parameterform.

Lésning. Vi sétter a = —6 och fortsatter med Gauss-elimination:
1 -2 1]-1 1 0 5]13
0O 1 2|7 ]|~]01 27
0 0 0] 0 00 0|0

dér vi adderade rad 2 multiplicerad med 2 till rad 1. Vi har en fri va-
riabel z som vi sitter lika med parametern ¢t € R. Losningarna blir da
(x,y,2) = (13,7,0) + t(—=5,—2,1) for godtyckligt ¢t € R, vilket ar linjen
¢ pa parameterform.

4. Bestam avbildningsmatrisen i standardbasen for den linjara avbildningen

T : R? — R? vilken definieras av att vektorn @ forst avbildas pa v x @ dar

V=

(—1,1,1) och dérefter speglas i planet z = y.



Léosning. Om u = (a, b, c) sa &r

o 1 b -1 a| |-1 a
’U><u-(—1,1,1)><(a,b,c)_(1 c ’y 1 el 1 b)—(c—b,c—l—a, —b—a),
alltsa blir avbildningsmatrisen for denna avbildning i standardbasen lika med
0 -1 1
A=[1 0 1
-1 -1 0

Om vektorn u = (a, b, c) speglas i planet x = y sa far vi vektorn (b, a, c)
och alltsa blir avbildningsmatrisen for denna avbildning i standardbasen lika

med
010

B=11 00
0 01

Avbildningsmatrisen for den sammansatta avbildning i standardbasen blir
da

1 0 1
BA=|[0 -11
-1 -1 0

. (a) Lat T : R? — R? vara en avbildning. Ge definitionen av vad det betyder
for T att vara en linjdr avbildning.

Lésning. Avbildningen T" ar linjar omm 7T'(Au) = AT (u) och T'(u + v) =
T(u) + T (v) for varje A € R och u,v € R?.

(b) Fixera vektorn u = (1,0). Lat T} : R*> — R? definieras genom

T\ (v) = 20 + ii.

Bevisa eller motbevisa att 7} ar en linjar avbildning.
Lésning. Om w; = (1,0) och wy = (0,1) sa ar T3 (w; + wy) = 2(w; +
U_)Q) +u = (3, 2) men Tl(/ll_Jl) -+ T(U_)Q) = 211_]1 +u + 2’U_]2 +u = (4, 2)
Eftersom dessa inte ér lika sa foljer det att T; inte &r linjar.

(c) Fixera igen vektorn @ = (1,0). Lat Ty : R* — R? definieras genom
TQ(@) = projﬁ(a)v
dér proj;(u) betecknar den ortogonala projektionen av u pa v. Bevisa
eller motbevisa att T, &r en linjar avbildning.
Lgsning. Vihar att projg(u) = ;50 Sdom A = 2 sa ér Ty(Au) = ﬁ';TQﬁQ(Qﬂ) =

gl = 2u. Eftersom dessa inte ar lika sa foljer

gl

uu

aEd = U men ATy (u) = 2
A t att 75 inte ar linjar.

=
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(2p)
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