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Examinator: Gregory Arone

Motivera alla 16sningar noggrant. Tillatna hjdlpmedel ar skrivdon. Max antal podng pa
tentan ar 30, och 15 skrivningspodng ger betyg dtminstone E.

Uppgifter.

1. (a) Bestam om foljande méngd vektorer &r linjirt oberoende (3p)

Svar: Nej. Fyra vektorer i R? ir alltid linjért beroende.

0 5 -2
(b)y A=]1 —5 4 |.Bestim det(4°). (3p)
3 4 4

Svar: Man kan beriikna att det(A) = 2, s& det(A®) = det(A)> = 32.

2. Betrakta foljande ekvationssystem, dér koefficienterna beror pa en parameter a

ar + 2y + 2z = 4
-r + ay + 2z = -1
-r + y + z = 2

(a) Bestdm for vilka a systemet har en unik 16sning och skriv en formel {6r 16sningen (3p)
som en funktion av a.

Svar: Vi borjar med att berdkna determinanten fér koefficientmatrisen.

a 2 2
det [-1 a 1| =alea—1)—2-0+2(a—-1)=(a+2)(a—1)
-1 11

Var god véand!



Vi drar slutsatsen att ’ systemet har en unik 16sning om och endast om a # 1, —2. ‘

Lat oss anta att a # 1 eller —2, och tillimpa Gaussisk eliminering pa den utdvigade
matrisen av koefficienter.
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Vi far f6ljande 16sning
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Losningen ar (z,y,2) = (O, I aT )
(b) For alla andra virden pa a, bestdm méngden av lésningar. (3p)

Svar: Nu betraktar vi fallen a = 1, —2.

Anta att a = 1. Da far man de féljande systemet:

r + 2y + 2z = 4
-r + y + z = -1
-r + y + 2z = 2

Det &r klart att den andra och tredje ekvationerna motsédger varandra, och det
finns | ingen 16sning for a = 1.

Nu anta att a = —2. Vi far féljande system

—2x 4+ 2y + 2z = 4
-r — 2y + z = -1
-r + y + z = 2

Det ar klart att den forsta och den tredje ekvationerna &r likviardiga. Systemet
forenklas till féljande

r — Yy — z = =2

T + 2y — 2z = 1



Om vi subtraherar den forsta ekvationen fran den andra, blir systemet foljande

r - Yy — z = =2
3y = 3

Man kan lata z = t, och for varje varde av z, x och y ar bestdmde av z enligt
formleny =1, = -24+y+2z=—-1+t.

Slutsatsen ar att nir ¢ = —2 finns det odndliga ménga l6sningar, och en
generell 16sning har formen (z,y,z) = (—1+1t,1,t), dir ¢ ar ett godtycklig reel
tal.

(a) Hitta avstandet mellan linjerna (2, —1,3) +¢(1,2,2) och (1,-2,0) +¢t(-2,1,—1)
Svar: En vektor som pekar fran en allmén punkt pa den forsta linjen till en allmén
punkt pa den andra linjen har féljande form

[(1,-2,0)+s(—2,1, —1)]—[(2, —1,3)+t(1,2,2)] = (—1—2s—t, —1+5—2t, —3—s—2t)

dar s och t ar godtyckliga reella tal.

Léngden av denna vektor minimiseras nir den &r orthogonal med dem riktning
vektorerna av bada linjen. D.v.s., den masta vara orthogonal med (1,2,2) och
(—=2,1,—1). Det menar att vi far foljande ekvationer

L-(—1—-2s—t)4+2-(-14+s—2t)+2- (-3 —s—2t) =
—2-(-1-2s—t)+(-1+5—-2t) = (-3 —-s5—-2t) =

Det forenklas sig till féljande ekvationssystem

—25—9t = 9
6s+2t = —4
Systemet har 16sningen s = —2%, t= —%. Det foljer att vektorn som forbinder de

tva ndrmaste punkterna pa de tva linjerna &ar %(4, 3,-5).

Léngden av denna vektor &r %\@, och detta dr avstandet mellan linjen.

(b) Bestdm ekvationen for linjen som &r ortogonal med bade linjen i del (a), och
passerar genom origo.

Svar: Denna linje hér riktning vektor som &r ortogonal med bada (—2,1, —1) och
(—=2,1,—1). Till exempel, kan man ta vektorn (4,3, —5).

(3p)

(3p)



Eftersom linjen passerar genom origo, har ekvationen parametrisk form
(4t,3t,—5t), dar ¢ ar ett godtyckligt reell tal.

4. Fran punkten P = (2, —3, 1) dras normallinjer till de bada planen II; och II; som har
ekvationerna x —y + 5z = 7 och y — 2z = 3. Ett plan II3 innehaller de bada normala
linjerna.

(a)

Hitta ekvationen for planet Ils.

Svar: Normal vektorerna till planen IIy och ITy &r (1,—1,5) och (0,1,—2). Bada
vektorer ar parallella med II3. Ocksa, punkten (2,—3,1) ligger pa II3. Det foljer
att II3 har parametrisk ekvation

(2,—3,1) +5(1,—1,5) + £(0,1,—2) = (2+ 5, -3 — s+, 1 + 55 — 2t)

dér s, t ar godtyckliga reella tal.

Om man vill att skriva ekvationen i den normala formen, behéver man hitta
normalvektorn till II3. Den &r en vektor som é&r ortogonal med (1,—1,5) och
(0,1,—2). Man kan hitta sddant vektor genom att berdkna kross produkten
(1,-1,5) x (0,1, -2) = (—3,2,1). Det foljer att II3 har ekvationen

—-3r+2y+2z2=-3-24+2-(-3)+1-1=—-11

Sa svaret blir ’ —3r+2y+z=-11 ‘

Bestdm skarningspunkten mellan II;, ITs och 1I3.
Svar: For att hitta skdrningspunkten behoéver man 16sa féljande ekvationssystem

r — Yy + 9z = 7
y — 2z = 3
-3z + 2y + =z = -—11

Vi adderar tre ganger forsta ekvationen till den tredje ekvationen och far féljande
systemet

r — y + 5z = 7
y — 2z = 3
— y 4+ 16z = 10
Nu adderar vi den andra ekvationen till den tredje ekvationen och far
r — y + 5z = 7
y — 2z = 3
14z = 13

5sni - 13 ,_3 . _ 101 5 101 34 13
Detta har 16sning z = 73, y = =, x = 3. So svaret ar (14, 7,14)

(3p)



5. Lat @ =(2,1,—1).

(a) Hitta tva nollskilda vektorer v och w sadant att u,v, och w dr ortogonala med (2p)
varandra.

Svar: Det finns ménga vektorer som ar ortogonala med (2,1, —1). Till exempel,
kan vi ta v = (0,1, 1). For att hitta en vektor @ som &r ortogonal med bada u och
v, ska vi berdkna kross produkten u x v:

&1 & ¢
uxv=det|2 1 —1|=(2,-22).
0 1 1

Vi kan egentligen dividera med 2, och ta w = (1,—1,1).

(b) Forklara varfor méngden A = {u,v,w} bildar en bas for R3. (2p)
Svar: En mingd av tre vektorer i R? bildar en bas om och endast om den &r linjért
oberoende. Vi visade i klass att en méngd of nollskilda vektorer som é&r ortogonala
med varandra ar alltid linjart oberoende.

(c) Hitta koordinaterna av vektorn (4,5, 2) respektivt basen A. (2p)

Svar: Vi tar A ={(2,1,-1),(0,1,1), (1,—1,1)}. Eftersom den &r en ortogonal bas,
har vi féljande formel som uttrycker vektorn (4, 5,2) i bas A

. (4,5,2) - (2,1,-1) (4,5,2) - (0,1,1)
(4,5,2) = (2,1,-1) - (2,1,-1) 21,-1+ (0,1,1) - (0,1, 1) (0,1, 1)+
(4,5,2) - (1,-1,1) 11

7 1
1,-1,1) = —(2,1,—-1 -(0,1,1 —(1,-1,1).
(7 7) 6(7’ )+2(77)+3(7 7)

)
73

(1,-1,1)-(1,—-1,1)

\GIEN]

Koordinaterna av (4,5, 2) respektivt basen A ar (%,




