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1. (a) Forlanger vi med tdjarens och ndmnarens konjugat far vi
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(b) Med standardutvecklingarna sin(t) = t — t3/3! + O(¢?), cos(t) = 1 — t2/2! +
t4 /41 + O(t%) och e =1+t +12/20+ O(t3) d&d t — 0 far vi
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(1/12 = 1/2)x* + O(2%)  —5/12+O(z2) ~ -5/12 5
2. Funktionen f(x) = lxe—_rl‘ ar definierad da z # 1, sa Dy = (—o0,1) U (1,00). Enda
mojliga vertikala asymptoten ar darmed x = 1, och vi far 1irn1 flx)=oc0saz=1
x—

ar en asymptot. Vidare har vi Em f(z) =0sdy = 0é&r en asymptot dd z — —o0,
€T —0o0

men Ilgrolo fg:) = 00 84 asymptot saknas da z — oc.
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Vi far, efter forenkling, att f'(z) = (2—2)e® ) vilket ger att f'(z) =0
T (z—1)2 L
endast for z = 2. Vi gor en teckentabell
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Fran teckentabellen ser vi att funktionen har en lokal extrempunkt, ett lokalt
minimum for x = 2.
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Vi far att f"(z) = x(%;j%;2+l ’ = e” (m‘;z)f'jl sa f"(xz) > 0 for alla
—e G ;<1
x € Dy. Grafen dr ddmed konvex pa vardera av de tva intervallen | — oo, 1] och
]1, 0o[. Vi skissar grafen:
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3. L&t f(z) = 41In(z) — 62 + 2. Vi har Dy =|0, o[, och vidare ar 1_i)r61+f(:n) = -0

och lim f(x) =00 sa Vy =R.
Vi far att f/(z) =2 -6+ 2z = W, sa derivatans nollstéllen &r x = 1 och
x = 2. Derivatans teckentabell blir
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Vi har nu tillracklig information for att rita en skiss av grafen
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Vi far alltsa tre l6sningar om 41n(2) —8 < a < —5, tva lésningar om a = 41n(2) — 8
eller a = —5, och unik 16sning for alla andra a.

4. Funktionen ar kontinuerlig pa en kompakt méngd, samt partiellt deriverbar 6ver-
allt, sa enligt en kénd sats finns globala maximum och minimum och dessa antas
i inre stationdra punkter eller pa randen.

Vi borjar med att bestimma de stationdra punkterna. Vi far

_ of _
{ 0= 0 2z — 1
vilket direkt ger (x,y) = (1/2,0). Denna punkt ligger inom omrédet eftersom
2?4 y% =1/4 <1, s& den ir en kandidat till att vara en extrempunkt.

Vi underséker nu randkurvan 22 + y? = som ér enhetscirkeln. Vi parametriserar
T = cost

denna genom { - for 0 <t < 2. Sédtter vi in detta i funktionen far vi
y = sin

h(t) = f(cost,sint) = cos(t) + 2sin?(t) — cos(t).

Vi far W/(t) = —2cos(t)sin(t) + 4sin(t) cos(t) + sin(t) = sin(t)(2cos(t) + 1), sa
R/ (t) = 0 om sin(t) = 0 eller om cos(t) = —1/2. T intervallet ger detta losningarna
t =0, m, 27/3 och 47/3, sa vi far 4 nya punkter. Vi jamfor nu funktionsvirdena i
de 5 funna kandidatpunkterna

(z,y) | (1/2,0) (1,0) (-1,0) (=1/2,4+v3/2)
flay) | —1/4 0 2 9/4

och ser att funktionens maximum &r 9/4 i punkterna (—1/2, +1/3/2), och minimum
ar —1/4 i punkten (0,1/2).



5. Omradet ar den av omradet mellan cirklarna med radie 1 och 2 med centrum i

6.

origo som ligger under grafen y = |z|, sa i poldra koordinater {

x =1 cos(0)

y = rsin(6)

motsvaras det av omradet £ = {(r,0) € R? | 1 < r < 2, 37/4 < 0 < 9r/4} i
rf-planet. Vi far
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Vi berdknar den aterstaende integralen med partialintegrering vilket ger
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Differentialekvationen &r separabel. Vi skriver om den som % y' = x och

integrerar bada sidor vilket ger [ # dy = [ xdz. Substitutionen u = In(y)
gerdu:% séf%dy:fudu:%—I—C&:%—I—C’l,sévifér
In(y)? 22

=T 4Oy
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Begynnelsevillkoret y(0) = e ger Cy = %, vilket ger In(y)? = 1+ 22, sa

In(y) = +/1 + 22. Ytterligare en tillimpning av begynnelsevillkoret ger att
In(y) = v1+ 22, s& y(z) = eV1H2%,

Vi multiplicerar den linjéira differentialekvationen y’ + %y = z med den inte-
grerande faktorn e2(*) = 22 och far da

(m2y)/ =27

Integrerar vi bada sidor far vi z2y = % + C. Begynnelsevillkoret y(1) = 0 ger
4

4z

nu att C' = —1/4, varmed 16sningen ér y(x) = for x > 0.



