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Uppgift 1

Antalet térningskast X dr Ge(1/2)-fordelat, med E[X] = 1 och Var(X) = 2,
och for antalet sexor Y géller att Y'|X = x ~ Bin(z,1/6).

a)
E[Y] = E[E[Y|X]] = E[X/6] = 1/6.

b)

Var(Y) = E[Var(Y|X)|+Var (E[Y|X]) = E [X - <1 _ é)] +Var(X/6) = 7/36.

=

Uppgift 2

Lat tillstand 1 svar mot 'regnigt’ och tillstand 2 mot ’soligt’.

a) Overgangsmatrisen &r
04 0.6
P= <O.2 0.8>
och Overgangsmatrisen i tva steg ges
P2 _ 0.28 0.72
0.24 0.76 )"

b) Om arets forsta dag &r solig dr sannolikheten att det tva dagar senare ar
soligt 0.76, om den forsta dagen ar regnig ar sannolikheten att det tva dagar
senare ar soligt 0.72. Den sokta sannoliheten ar alltsa 0.5-0.76 +0.5-0.72 =
0.74.
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Uppgift 3

Lat X beteckna antalet barn som en individ lamnar efter sig. Da géller att
P(X =2)=1—-P(X =0) =p och alltsa E[X] = 2p.

a) Processen dor sikert ut om E[X] <1, dvs om p < 1/2.

b) Sannolikheten att processen dor ut ges av den minsta losningen till ek-
vationen 0.25 4+ 0.75 - 22 = z, dvs 1/3.

Uppgift 4

a) Eftersom de tre Poissonprocesserna ar oberoende sa #r varje doktorand
som disputerar matematiker med sannolikheten 1/3, oberoende av de 6vriga.
Sannolikheten att ingen av de sex doktoranderna dr matematiker &r alltsa
(2/3)% och sannolikheten att minst en ér matematiker blir da 1 — (2/3)% ~
0.91.

b) Tiden tills en person fran varje fakultet har disputerat &r en summa av tre
delar: Forst tiden X tills den forsta personen disputerar, sen tiden Y dérefter
tills en person fran nagon annan fakultet disputerar och slutligen tiden Z
dérefter tills en person fran den trejde fakulteten disputerar. Hela dispu-
tationsflodet (oavsett fakultet) dr en Poissonprocess med intensitet 6 per
ar, och vi har alltsa att X ~ Exp(6). Disputationer vid de tva aterstaende
fakulteterna efter tid X utgor sen, pga minneslosheten, en Poissonprocess
med intensitet 4 per ar, dvs Y ~ Exp(4). Till sist har vi, pa samma sétt, att
Z ~ Exp(2). Den forviantade tiden tills minst en person fran varje fakultet
har disputerat blir alltsa E[X] + E[Y]+ E[Z] =1/6 + 1/4+1/2 = 11/12,
dvs 11 manader.

Uppgift 5

Lat X,, beteckna antalet rum mellan Anja och Anton efter n steg (men kan
rora sig at tva hall i ringen, och vi later X,, beteckna det minsta antalet
rum mellan Anja och Anton). Vi har da att Xy = 3 och att X, dérefter kan
anta vérdena 3,1,0. Man ror sig mellan dessa tillstand enligt en Markokedja
i diskret tid med 6vergansmatris (dér tillstanden &dr ordnade som ovan)

1/2 1/2 0
1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2
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Vi gor tillstand 0 absorberande (eftersom vi &r intresserade av tiden tills vi
kommer dit) och far da matrisen

1/2 1/2 0

P=[1/4 1/2 1/4 :(IPE)T i&)
0o 0 1

1/2 1/2 . . .
dar Py = <1§ 4 1?2> svarar mot Overgangar mellan de transienta till-
standen 3 och 1 (och R svarar mot 6vergangar fran de transienta tillstanden
till det absorberande). Det forviintade antalet besok i de transienta till-
standen ges av matrisen

S=(1—Pp) ' = @ j)

Den forsta raden svarar mot starttillstand 3 och det sammanlagda antalet
besok i de transienta tillstanden innan absorption i 0 ges av 4 4+ 4 = 8.

Uppgift 6

a) Ar vi bara intresserade av bilarna kan vi ignorera motorcyklarna. An-
talet upptagna bilplatser utgér en Markovprocess i kontinuerlig tid med
overgangar 0 — 1 och 1 — 2 med intensitet 3, évergang 2 — 1 med in-
tensitet 8 och 1 — 0 med intensitet 4 (dvs en fodelse-dodsprocess). Lat
{po, p1, p2} beteckna den asymptotiska fordelningen. Balansekvationerna blir
—3po + 4p1 = 0 och 3pg — 7p1 + 8p2 = 0 vilket, med hjélp av bivillkoret
po+p1+p2 =1 ger pp = 32/65, p1 = 24/65 och py = 9/65.

b) Ar vi bara intresserade av motorcyklarna kan vi ignorera bilarna. Motor-
cykelplatsens status skiftar mellan 0 (ledig) och 1 (upptagen) enligt en Mar-
kovprocess i kontinuerlig tid med 6vergang 0 — 1 med intensitet 0.5 och 1 —
0 med intensitet 4. Om {pg, p1} betecknar den asymptotiska férdelningen, sa
blir balansekvationen —pg+8p1 = 0 och, med hjélp av bivillkoret pg+p1 = 1,
fas att po = 8/9 och p; = 1/9.

c) Lat X beteckna sammanlagt antal upptagna parkeringsplatser efter lang
tid. Vi har att X = 0 om ingen bilplats dr upptagen och motorcykelplat-
sen ar ledig. Eftersom bilar och motorcyklar kommer och gar oberoende av
varandra fs att P(X = 0) = 323 ~ 0.44. Vi har att X = 1 om antingen en
bilplats &r upptagen och motorcykelplatsen ledig, eller bada bilplatser lediga
och motorcykelplatsen upptagen, dvs P(X = 1) = 24, §+ 32 1 R 0 38. Pa lik-

65 9
nande siitt fas P(X =2) = &-5+22.1 ~ 0.16 och P(X 3) 3.1 ~0.02



