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Uppgift 1

L̊at N beteckna antalet kunder under den givna timmen och Xi beloppet
som den i:te kunden handlar för. Det sammanlagda beloppet S ges d̊a av∑N

i=1Xi. Vi antar att beloppen är oberoende och även oberoende av antalet
kunder. D̊a f̊as att

E[S] = E[N ]E[X1] = 10 · 840 = 8400 kr

och

Var(S) = Var(X)E[N ] + E[X]2Var(N) = 802 · 10 + 8402 · 22 = 2886400,

dvs standardavvikelsen är 1699 kr.

Uppgift 2

P1: Alla tillst̊and utgör en enda klass, som är rekurrent och aperiodisk.

P2: Varje tillst̊and utgör en egen aperiodisk klass, {1} och {3} är transi-
enta, {2} och {4} är rekurrenta.

P3: Alla tillst̊and utgör en enda klass, som är rekurrent och har period 4.

P4: {1, 3} är en transient klass med period 2, {2, 4} är en rekurrent aperi-
odisk klass.
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Uppgift 3

a) Tiden T tills det första larmet kommer är Exp(5)-fördelad, s̊a P(T ≥
0.5) = e−5·0.5 ≈ 0.082.

b) Eftersom Poissonprocessen har oberoende inkrement är sannolikheten
densamma som i a).

c) Antalet larm mellan kl 7 och 8 är Po(5)-fördelat och sannolikheten att
det kommer färre än tre larm är allts̊a

e−5 + 5e−5 +
52

2!
e−5 ≈ 0.125.

d) Larmen är likformigt fördelade mellan kl 7 och 8, s̊a antalet larm mel-
lan kl 7 och 7.30 är Bin(3,0.5)-fördelat. Sannolikheten att precis tv̊a larm

inkommer d̊a är allts̊a
(
3
2

) (
1
2

)3
= 0.375.

Uppgift 4

a) Om man startar i tillst̊and 1 s̊a kan man i framtiden bara befinna sig i
tillst̊and 1, 3 eller 5. Överg̊angsmatrisen för motsvarande Markovkedja är

P =

 0 0 1
1 0 0

1/2 1/2 0

 .

Detta är överg̊angsmatrisen för en ergodisk (irreducibel och aperiodisk) Mar-
kovkedja och därmed existerar gränsvärdet πi = limn→∞ P(Xn = i|X0 = 1)
för i = 1, 3, 5. Gränsfördelningen π = (π1, π3, π5) löser πP = π, som har
lösning π = (2/5, 1/5, 2/5). Det sökta gränsvärdet är allts̊a 2/5.

b) Om man startar i tillst̊and 2 s̊a kan man i framtiden bara befinna sig i
tillst̊and 2, 4 eller 6. Vi är bara intresserade av vad som händer fram till
den första g̊angen kedjan besöker tillst̊and 4 och gör därför om tillst̊and 4
till absorberande. Vi f̊ar d̊a följande överg̊angsmatris p̊a standardform för
tillst̊anden 2, 6 och 4 (i den ordningen):

P =

1/3 1/3 1/3
0 1/2 1/2
0 0 1

 =

(
PT R
0 1

)
,
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där PT =

(
1/3 1/3
0 1/2

)
. Det förväntade antalet besök i de transienta till-

st̊anden 2 och 6 innan absorption i tillst̊and 4 ges av matrisen

S = (1− PT )
−1 =

(
3/2 1
0 2

)
.

Den första raden svarar mot starttillst̊and 2 och det sammanlagda antalet
besök i tillst̊and 6 innan absorption ges av elementet S12 = 1.

Uppgift 5

L̊at X(t) beteckna antalet personer i systemet vid tid t. D̊a är X(t) en
födelse-dödsprocess med födelseintensitet λn ≡ 12 och dödsintensiteter µ1 =
12 och µn = 24 för n ≥ 2. L̊at rn = (λ0 · · ·λn−1)/(µ1 · · ·µn) för n ≥ 1 och
sätt r0 = 1. En asymptotisk fördelning existerar om

∑∞
n=0 rn < ∞. Vi har

rn = (1/2)n−1 för n ≥ 1 och allts̊a
∑∞

n=0 rn = 1 +
∑∞

n=1(1/2)
n−1 = 3. En

asymptotisk fördelning existerar allts̊a och ges av

pn =
rn∑∞
k=0 rk

=
rn
3

=

{
1
3 om n = 0;

1
3 · 1

2n−1 om n ≥ 1.

Uppgift 6

a) Minimum av n oberoende Exp(µ)-variabler är Exp(nµ)-fördelat och vi
f̊ar allts̊a att E[Y ] = (nµ)−1 och Var(Y ) = (nµ)−2.

b) L̊at Mn beteckna minimum av n stycken oberoende exponentialvariabler
med parameter µ. Eftersom exponentialfördelningen är minneslös har vi att

Z
d
= Mn +Mn−1, där Mn och Mn−1 är oberoende. Vi f̊ar allts̊a

E[Z] = E[Mn] + E[Mn−1] =
1

nµ
+

1

(n− 1)µ
=

2n− 1

n(n− 1)µ

och

Var(Z) = Var(Mn) + Var(Mn−1) =
1

n2µ2
+

1

(n− 1)2µ2
=

2n2 − 2n− 1

n2(n− 1)2µ2
.


