STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISKA INSTITUTIONEN
Avd. Matematisk statistik

Tentamen 1 Sannolikhetsteori 11
12 augusti 2025

Examinator: Mia Deijfen.

Tillatna hjilpmedel: Tabell 6ver sannolikhetsfordelningar som delas ut vid tentamenstillfillet.
Minirdknare ar ej tillatna.

Aterldmning: Resultat liggs in i ladok senast 26 augusti.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 poéng. Tentamen &r indelad i en basdel och en betygsgrundande
del, vilka bestar av 30 poang vardera. Vid godkint resultat pa basdelen rittas dven den betygs-
grundande delen. Nedanstdende grinser giller for de olika betygsstegen. Resonemang ska vara
klara och tydliga.

Betyg
A B C D E
Basdel 20 20 20 20 20

Betygsgrundande del 25 19 13 7 0

Basdel

Uppgift 1
Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y")’ har tétheten

|2 forzy>0,x4+y <1,
Fxy(@y) = { 0 annars.
a) Bestam P(X <0.8|Y <0.2).
b) Ar X och Y oberoende? Svaret maste motiveras.

¢) Bestam den betingade fordelningen for X givet att Y =y, for y € (0,1).

Uppgift 2

Lat X vara en stokastisk variabel med P(X =2) =p och P(X = —-2) =1 —p.
a) Ange den sannolikhetsgenererande funktionen for X.

b) Ange den sannolikhetsgenererande funktionen for —X.
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¢) Lat X och X5 vara tva oberoende lika fordelade stokastiska variabler med samma fordelning
som X. Ange den sannolikhetsgenererande funktionen for X; — Xo.

d) Bestdam sannolikhetsfunktionen for X; — Xy (till exempel genom att anvinda svaret i c)).

Uppgift 3

Lat X, X9 och X3 vara oberoende N(0,1)-, N(1,2)- respektive N(2,3)-fordelade stokastiska
variabler. Satt Y7 = X5 — X7 och Y5 = X3 — X;.
a) Bestam fordelningen for (Y7,Y2)’.

b) Ange E[Y] + Y3] och Var(Y; + Y3).

Betygsgrundande del

Uppgift 4

Antag att X och Y &r oberoende slumpvariabler, med X ~ 5(a,b) och Y ~ I'(c,1). Sétt U = XY
ochV=(1-X)Y.

a) Bestiam den simultana téthetsfunktionen for (U,V)'.

b) Hur ska a, b och ¢ vara relaterade for att U och V' ska vara oberoende och vilka fordelningar
har U och V i sa fall?

Uppgift 5

Den stokastiska variabeln X &r Poissonfordelad med slumpmaéssig parameter M, det vill sdga
X|M = m ~ Po(m). Parametern M &r exponentialférdelad med vintevirde 1.

a) Bestdm (den obetingade) fordelningen for X.

b) Bestam den betingade fordelningen for M givet att X = k.

Uppgift 6

Med start i 0 slumpvandrar en partikel pa tallinjens heltalspunkter. Vid varje tidpunkt 1,2.3, ...
tar partikeln ett steg till hoger eller ett steg till vinster med lika sannolikhet, eller sa stannar den
kvar med sannolikheten p € (0,1). Lat N; respektive No vara de tidpunkter da partikeln stannar
kvar for forsta respektive andra gangen.

a) Hur &r de stokastiska variablerna Ny och Ny — Np fordelade?
b) Visa att pN; konvergerar i fordelning da p — 0 och ange griansfordelningen.

¢) Visa att pNy konvergerar i fordelning d& p — 0 och ange gréansférdelningen.

Lycka till!



