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Uppgift 1

a) Enligt definitionen av betingad sannolikhet géller att

P(X <0.8,Y <0.2)
P(Y < 0.2)

P(X <0.8]Y <0.2) =
Téaljaren blir
0.8 0.2
P(X <0.8)Y <0.2) = / / 2dxdy =2-0.8-0.2 =0.32.
0o Jo

Den marginella tatheten fér Y &r
00 1—y
)= [ fagdo=2 [ Tde=201-y. 0<y<t
—00 0

vilket ger P(Y < 0.2) = [,"? fy(y)dy = 0.36. Alltsa fas att P(X < 0.8]Y < 0.2) = 0.32/0.36 =
0.89.

b) Pga symmetri dr den marginella tdtheten for X densamma som for Y, dvs fx(z) = 2(1 — x)
for 0 < a < 1. For att X och Y ska vara oberoende ska gilla att fx y(z,y) = fx(z)fy(y) for alla
x,y. Vi har tex att fxy(0.5,0.5) =2 # 1 = fx(0.5)fy(0.5) och alltsa & X och Y inte oberoende.

¢) Enligt definitionen av betingad téthet géller att

2 1
_ fxy(zy) _ 0<z<l_y

P =) Tan g Ty

Det betyder att X|Y =y ~ U(0,1 —y).

Uppgift 2

Har skulle det ha statt momentgenererande funktion istéllet for sannolikhetgenererande funktion
(eftersom det av flera skil dr oldmpligt att arbeta med sannolikhetsgenererande funktion for
variabler som kan anta negativa virden), men uppgiften &r 16sbar enligt f6ljande:



Lésning Sannolikhetsteori 11, 12 augusti 2025 2

a) gx(t) = E[t*] = pt* + (1 - p)t—>.

b) g-x(t) =E[t] =pt > + (1 - p)t*.

¢) gx,—x,(t) = E¥1-%2] " E[E[EX2] = p+ (1 - p) +p(1 — p)t* +p(1 —p)t ™.

d) Genom att identifiera koefficienter i ¢) (dér koefficienten framfér t* anger P(X; — Xo = k))

far vi P(X1*X2:4):P(X1*X2:*4):p(1*p) OChP(leXQIO):ij(l*p).

Uppgift 3

a) Eftersom X7, X5 och X3 ér oberoende och normalférdelade s& dr X' = (X1,X5,X3) multivariat
normalférdelad med

0 1 0 0
p=E[X]=[1| och A=Cov(X)= [0 2 0
2 0 0 3
. . -1 1 0 . . . , .
Vi har att Y = BX, dar B = 10 1 och enligt sats giller d& att Y ~ N(Bu,BAB’), dér
N , 31
Bu = [2] och BAB' = [1 4] .

b) Vi har E[Y; + Y3] = E[Y4] + E[Y2] = 14+ 2 = 3 och Var(Y; + Y2) = Var(Y;) + Var(Y2) +
2Cov(Y1,Ys) =3 +4+2=0.

Uppgift 4

Enligt formelsamlingen har vi fx(x) = Fr(%ﬁg)xa_l(l — )71 0 <z <1, och fy(y) = %,

y > 0. Invertering av u = xzy och v = (1 — z)y ger = u/(u + v) och y = u + v. Vidare giller
att 0 < z < 1 och y > 0 &r ekvivalent med att u > 0 och v > 0. Funktionaldeterminanten for

transformationen blir
@ o
1 1

1
u+v

J =

Eftersom X och Y &r oberoende giller enligt transformationssatsen att

uafl vbfl a
fov(uw) = fx(u/(u+v)) fy(u+v)|J| = ) e‘“r(b) e‘”r(m—ci_)b) (u+v)7 uw > 0.

b) Variablerna U och V' ar oberoende omm fi;y-(y) = g(u)h(v), dvs om a +b = c. Da giller att
U~T(a,1)och V ~T(b1).
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Uppgift 5
a) Med hjilp av lagen om total sannolikhet fas

e8] e8] k e8]
P(X =k)= / P(X = k|M =m)far(m)dm :/ e_m%e_m :/ Hmke_Qm.
0 0 : 0o K

2F+1 g4 &r integranden en gammatithet och integrerar sig till 1. Det foljer

o= ()30

b) Med hjilp av Bayes sats far vi att

Multiplicerar vi med
att

dvs X ~ Ge(1/2).

_PX =kM =m)fu(m) _ om
fM|X:k(m) IP)(X — k) c-m-e ’

dvs M| X =k ~T(k+1,1/2).

Uppgift 6
a) Antalet tidssteg N; tills partikeln stannar kvar for forsta gangen ar ffg-fordelat med parameter

p, och detsamma géller for antalet tidssteg No — N1 mellan det forsta och det andra stoppet, dvs

P(N; =n) =P(No— Ny =n)=(1—-p)"'p, n=123....

b) Fran formelsamlingen fas att ¢, (t) = E[e!™] = pe! /(1 — (1 — p)e!) och vi har att

pe'? p(1 —o(p)) 1

Yo (8) = BLPN = om0) = T S T T A o) It

Grénsvérdet kinns igen som den momentgenererande funktionen for en Exp(1)-variabel, och det

foljer fran kontinuitetssatsen for genererande funktioner att p/N; 4 Exp(1).

¢) Eftersom partikelns forflyttningar dr oberoende, sd dr N; och Ny — Nj oberoende, och det
foljer att

v, (1) = EI] = Bltp(Ny + N = N)) = B[] - B0 ) o e

Grénsvirdet kinns igenom som den momentgenererande funktionen fér en I'(2,1)-variabel, och

det foljer fran kontinuitetssatsen for genererande funktioner att p/No A '(2,1).



