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Uppgift 1

a) Vihar fx(z) = %fOQ e ®dy =e " for & > 0 och fy(y) = 3 [ e "dx =& for y € [0,2]. Alltsa
ar X ~ Exp(1) och Y ~ U(0,2).

b) Eftersom fxy(z,y) = fx(z)fy(y) for alla z,y s& & X och Y oberoende.

c) Fran formelsamlingen (eller med hjilp av enkla hérledningar) far vi att ¥ x (t) = = for [¢| < 1

och Wy (t) = 62;;1 for t # 0 (och ¥y (0) = 1). Eftersom X och Y &r oberoende far vi sen att

Wy (1) = ¥x () Wy (1) = Sy for [t] < 1, ¢ # 0 (och Wxyy(0) = 1).

Uppgift 2

a) Vi har att X = (X;,X»)" & multivariat normalfordelad med vantevirdesvektor p, = (2,3)

och kovariansmatris A, = E g] Eftersom Y = BX, dir B = E g], si géller att Y &r
multivariat normalférdelad med véntevérdesvektor p, = B, = (2,5)" och kovariansmatris A, =
4 44a
r_
BAB" = [4+a 13+2a]'

b) T en multivariat normalvektor géller att komponenter dr oberoende omm de dr okorrelerade.
Vi har att Cov(Y7,Y2) = 4+ a och alltsa &r Y7 och Y oberoende omm a = —4.

¢) Y1 + Y, dr normalférdelad med véntevirde 7 och alltsd ar P(Y; — Yo > 7) = 1/2.

Uppgift 3

a) Se Gut s.147.

b) Vi har att X 21— X och alltsi giller att Fy, (z) = Fx(x) for alla x € R, dvs X, 4 x.
P
Dock géller att P(| X, — X|=1) =1 om k &r udda, dvs Xj /A X.



Losning Sannolikhetsteori I, 5 juni 2026 2

Uppgift 4

Lat Y1 = X7 +2X3 0ch Yo = X9 — X3—1. Med Y = (Y1,Y3)" har vi d& att Y = BX —(0,1)" och

alltsd &r Y multivariat normalférdelad med p, = (3,0) och A, = 2 i . Vi soker den betingade
férdelningen for Y; givet att Yo = 0. Den betingade tathetsfunktionen for Y givet att Yo = 0 ges
av
fY Y- (y70)
fY1|Y2=0(y) = }YEW =c- thYQ (y,O).
. 4114 =3 .. .
Invertering ger A" = 55 | 3 3 och den stkta tatheten ges sen av
Fri v (w0) : {-30-308, - 307
) = —— /& S I S
Yl,YQ y QW\/M p 2 y Yy y

= c.exp{—;.@g;/iy}

Vi har alltsa att Y;|Y2 = 0 ~ N(3,23/4).

Uppgift 5

Sétt U = X(1+Y) och V = X. Invertering ger Y = % — 1. Vidare géller att x > 0 och y > 0
ar ekvivalent med att 0 < v < u. Funktionaldeterminanten for transformationen blir

7-|

2= O
[

och transformationssatsen ger att
u —u
foyv(uw) = fxy (v,;—l) T =e ™ 0<v<u.

Vi soker marginalférdelningen fér U som ges av
u
fu(u) = / ve “dv = ue™ " for u > 0,
0

dvs U ~T'(2,1).

Uppgift 6

a) Lat X; beteckna antalet nysmittade som person nummer i av de som smittades forsta dagen
ger upphov till. Vi har da att X; ~ Ge (p) och Y = Zf\;1 X;. Eftersom N,X1,Xo, ... ir oberoende
far vi (enligt Theorem 5.1 .82 i Gut) att

P p p(1 —qt)
gy (1) = gn(gx (¥ Zgzv< >= = )



Losning Sannolikhetsteori I, 5 juni 2026 3

b) Vi har att P(Y =n) =

g(n)(())/n!, dar gg/n) betecknar n:te derivatan av gy (se Gut s.63). For
n = 0 far vi direkt att P(Y = 0)

=gy (0) = p/(1 — pq). Derivering och férenkling ger

2 2 2.3
/ p°q " 2p7q
Gt)=——m gy(t)= s,
Y (1—qp—qt)2 7Y (1—gp—qt)3
och allmant _—
nlp=q"
a(t) =

(1—qp—qt)r+t’
Vi far alltsd

q n+1
P(Y:n):p2(1—qp> formn=12,....

2
c) Vi har att E[Y] = E[N]E[X] = (%) (vilket &ven kan fas genom g4 (1)).



