STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISKA INSTITUTIONEN
Avd. Matematisk statistik

Tentamen i Sannolikhetsteori 11,
23 maj 2025

Examinator: Mia Deijfen.

Tillatna hjilpmedel: Tabell 6ver sannolikhetsfordelningar som delas ut vid tentamenstillfillet.
Minirdknare ar ej tillatna.

Aterlimning: Resultat liggs in i ladok senast 1 juni.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 poéng. Tentamen &r indelad i en basdel och en betygsgrundande
del, vilka bestar av 30 poédng vardera. Vid godkint resultat pa basdelen réttas dven den betygs-
grundande delen. Nedanstaende granser giller for de olika betygsstegen. Resonemang ska vara
klara och tydliga.

Betyg
A B C D E
Basdel 20 20 20 20 20

Betygsgrundande del 25 19 13 7 0

Basdel

Uppgift 1

En icke-negativ heltalsviird stokastisk variabel X har sannolikhetsgenererande funktion gx () =
3 (1+t+1¢%).

a) Ange sannolikhetsfunktionen for X.

b) Bestdm den momentgenererande funktionen for X.

c¢) Bestdm E[X] med hjilp av den momentgenererande funktionen och kontrollera svaret med
hjalp av sannolikhetsfunktionen i a).

d) Antag att Y har samma fordelning som X och ér oberoende av X . Bestdm den sannolikhets-
genererande funktionen for X +Y.

Uppgift 2

Lat (X1,X3)" vara tvaddimensionellt normalférdelad. Marginalfordelningen f6r bade X; och X,
ar N(0,1) och Cov(X7,X2) =0.
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a) Ange den simultana tétheten for (X1,Xs)".
b) Definiera Y7 = 3X; — X2 + 1 och Yo = X7 + 3X5 — 4. Bestam fordelningen for (Y7,Ys)’.
¢) Bestam fordelningen for Y7 givet att Yo = 0.5.

Uppgift 3

Lat X1,Xs,... vara oberoende Po(2)-variabler och definiera Y,, = X7 + ...+ X,,.
a) Visa att (Y, — 2n)//n konvergerar i férdelning och identifiera gransférdelningen.

b) Visa att gransvirdet lim,, o P(Y,, < 2n) existerar och bestam detta.

Betygsgrundande del

Uppgift 4

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y")’ har tétheten

cr for0<a® <y< <l
Fxy(zy) = { 0 annars,

dér c &r en konstant. Bestdm fordelningen for XY

Uppgift 5

Alla kollektivresenérer vet att om det stir manga vintande vid en hallplats si tyder det pa
att lang tid har gétt sedan en buss senast avgick fran hallplatsen. En dag kommer Kajsa till
sin vanliga hallplats. Innan hon har sett hur manga som véntar &r hennes uppfattning att den
tid T som har forflutit sedan det senast gick en buss dr exponentialférdelad med vintevirde 10
minuter. Hon ansétter ocksa en modell som séger att antalet passagerare N som star och vintar
vid héllplatsen &r Poissonfordelat med véntevirde 27

a) Kajsa observerar nu att N har utfallit med vérdet 0, dvs ingen star och vantar vid busshall-
platsen nér hon anldnder. Berékna sannolikheten f6r detta, dvs berdkna P(N = 0).

b) Beréikna den betingade férdelningen for T givet att N = 0.

Uppgift 6

Med start i 0 slumpvandrar en partikel pa tallinjens heltalspunkter. Vid varje tidpunkt 1,2.3, ...
tar partikeln ett steg till hoger eller ett steg till vinster med lika sannolikhet, eller s& stannar
den kvar med sannolikhet p > 0. Lat X vara partikelns ldge da den for forsta gangen stannar
kvar.

a) Bestdm den momentgenererande funktionen for X.

b) Bestam E[X].

Lycka till!



