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Uppgift 1

a) Vi har att g,(t) = E[tX] = 322 ,#"P(X = n) och genom att identifiera koefficienter ser vi
att P(X =0)=P(X =1)=P(X =2)=1/3.

b) Den momentgenererande funktionen ges av 1x (t) = E[e'X] = gx (e') = (1 + €' + €?).

c) Med hjélp av mfg far vi E[X] = ¢ (0) = 1 (e’ + 2e*')|;—o = 1 och med hjilp av sannolikhets-
funktionen E[X] =33 _ nP(X =n)=1(1+2)=1.

d) Eftersom X och Y &r oberoende och lika fordelade, far vi gx1y (t) = gx(£)? = §(1+t+t%)%

Uppgift 2

a) Eftersom X; och Xy dr multivariat normalférdelade och okorrelerade s& ar de oberoende. Vi
far alltsa
—(x%+23)/2

1
[x1.x. (@1,22) = fx, (21) - fx,(22) = 7€ for 1,29 € (—00,00).

b) Vi har att Y = BX + b, dir B = E’ 31} och b = [_14] Eftersom X &r multivariat

normalférdelad med E[X] = 0 och Cov(X) = 1, s& &r Y multivariat normalférdelad med E[Y] =

BE[X] +b =b och Cov(Y) = BB = [100 100].

c) I Cov(Y) ser vi att Cov(Y1,Y2) = 0 och eftersom Y &r multivariat normalférdelad betyder
det att Y7 och Y3 ar oberoende. Vi har alltsa att (Y1|Y2 =5) LY, ~ N(1,10).
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Uppgift 3

a) Vi har att E[X;] = Var(X;) = 2 och enligt centrala gransvirdessatsen géller alltsa att (Y, —
2n)/v/2n % N(0,1), dvs (Y, — 2n)/v/n -5 N(0,2).

: Y,—2n 1
b) Vi har att P(Y, < 2n) = P(Y, — 2n < 0) = P (W < 0) — ®(0) = 1.

Uppgift 4

Vi har att

e

0o oo 1 rzx 1
/ / fxy(zy)dedy = / / cxdydx = c/ (VT — x3)dx =
—o0 J —00 0 Ja3 0

vilket betyder att ¢ = 5. Lat nu U = XY och V = X. Enligt transformationssatsen giller da att

fov(uw) = fxy(vu/v)|J| = 5v

|
=5
v
for 0 < v3 < u/v < \/v <1och fyy(u,v) =0 annars. Vi séker den marginella téithetsfunktionen

for U, som blir
ul/4

fulu) = /OO fov(uw)dv = / 5dv = 5(ut/* — u?/?)

2/3

for 0 <u < 1 och fy(u) =0 annars.

Uppgift 5

Vi har att N|T' =t ~ Po(2t) och T' ~ Exp(10) (med Guts parameterisering).

a) Med hjilp av lagen om total sannolikhet fas

P(N = 0) = / B(N = O[T = t) fr(t)dt = / o2t Lonog - L
0 0

b) Den betingade fordelningsfunktionen blir

Priy=o(t) =P(T < t{N =0) = Jo PV }?ﬁ:oy))fﬂy)dy

-1 — 672.1t7

och derivering ger frn—o(t) = 2.1e72! for t > 0, dvs T|N = 0 ~ Exp(2.1).

Uppgift 6

Lat N vara Ge(p), dvs P(N = n) = ¢"p for n > 0, och lat {Y;} vara i.i.d. med P(Y; = 1) =
P(Y; = —1) = 1/2. Da giller att X 2 Y; +... + Yy.



Lésning Sannolikhetsteori I1, 23 maj 2025 3

a) Vi har att gy (t) = p/(1 —qt) for gt < 1 och Yy (t) = (¢! +e7!)/2 for alla t. Fran sats i boken
far vi (for g(e! +e71)/2 < 1) att

_ D
I—q(d+e D)2

VYx(t) = gn(Py (1))

b) Vi har E[X] = E[N]E[Y1] = 0 (eftersom E[Y] = 0) och Var(X) = E[N]Var(Y)+E[Y]*Var(N) =
q/p (alternativt kan detta fas genom att derivera den momentgenererande funktionen).



