Volym och dubbelintegraler over en rektangel

Alla funktioner nedan antas vara kontinuerliga.

Om f( ) > 0 i intervallet [a, b], sd ar arean av mangden
10 <y <f(x), a<x< b} lika med integralen

/f ) dx.

Lt A =[a,b] x [c,d] ={(x,y) :a<x < b, c <y <d} och
lat f(x,y) >0i A.
Nu vill vi bestamma volymen av den tredimensionella mangden

Q={(x,y,2):0<z<f(x,y), (x,y) € A}.



€3

A=[a b]=[cd]

-
X+Ax

Fixerar vi ett x, sd har mangden
{(y,z):0<z<f(x,y), c<y<d} en area som ar
beroende av valet av x och som vi betecknar med A(x).

P4 bilden ovan ar A(x) arean av den (streckade) vertikala ytan
som ligger langst bort fran oss.



Om Ax ar litet, sa ar volymen av den del av kroppen som
ligger mellan x och x + Ax ungefar lika med A(x)Ax.
b

Detta leder till volymformeln V = / A(x) dx.

Men A(x) = /Cd f(x,y)dy, sa V —a/a'b (/d f(x,y) dy> dx.

Eftersom det gar att kasta om rollerna mellan x och y, far vi
slutligen

V:/ab (/Cdf(x,y)dy> dx:/cd (/abf(x,y)dx> dy

Uttrycken ovan kallas for itererade enkelintegraler.



| envariabelfallet, om man inte antar att f > 0, sa far man
"area med tecken”: man far arean med plustecken av den
delen dar f > 0 och arean med minustecken av den delen dar
f <0, dvs. av den delen som ligger under x-axeln.

Motsvarande galler i tvdvariabelfallet: man far minus volymen
av den delen dar f < 0, dvs. av den delen som ligger under
xy-planet.

Om man inte vill gora en koppling till volymen, sa definerar
man dubbelintegralen av f over rektangeln A som ettdera av
de itererade enkelintegralerna

/ab (/d F(x, ) dy> dx och /Cd (/b f(x,y)dx> dy.

Dubbelintegralen betecknas med symbolen // f(x,y) dxdy.
JJa



Vanligtvis definierar man dubbelintegralen pd ett annat satt
och sedan visar man att om f ar kontinuerlig, sa ar

//Af(x,y)dxdy:/ab (/Cdf(x,y)dy) d
:/Cd(/abf(x,y)dx>dy.

Exempel. Berakna // X%y dxdy, dir A = [0,1] x [0,2].
A
1
Vi integrerar m.a.p. x forst. / X2y dx = [x y/3] =y/3.
0

Sé //xydxdy /y/3dy [y?/6]2 = 2/3.



Integrerar vi m.a.p. y forst, far vi

i 2
// xzydxdy:/ (/ X2ydy) dx =
A 0 0
/0 [x2y2/2]£§ dx:/0 2x% dx = [2x3/3]5 = 2/3.

Har spelar det ingen roll om man integrerar m.a.p. x eller y
forst men ibland kan det gora det.

Exempel. Berdkna // xe dxdy, dar A = [0, 1] x [0,2].
A

2 2x
/ xexydy:[xy:t,xdy:dt]:/ el dt = e — 1.
0 0

Sé
1

' 1 e 3
xe™ dxdy = / e —1)dx = [_ezx — X} - _ =
//A 0 ( ) 2 0 2 2

Att integrera m.a.p. x forst ar svarare eftersom det kraver en
partialintegration (och dven y-integralen blir sedan svérare att
berdkna).



Om f(x,y) = g(x)h(y) och A = [a, b] X [c,d], sa ar
Flxy)didy = [ [ gtnty) ey =

/cd (/abg (x)h(y) dX) dy = [bryt ut h(y)] =

/Cd h(y) </abg(x) dx) dy = /abg(x) dx/cd h(y) dy.

Alltsa far vi

[ gtntyy oy = [ " () dx / " hiy) dy

Exempel. Berakna // xe* Y dxdy.
[0,1]x[2,4]

Eftersom xeX™ = xe*Xe”, far vi

1 4
/ / xe* Y dxdy = / xe* dx / e’ dy.
[0,1]x[2,4] 0 2



Dubbelintegraler over mer generella omraden

Lat D vara en kompakt mangd och |at f vara definierad och
kontinuerlig pa D. Man kan da vilja A = [a, b] X [c, d] sa att
D cCA.

Definiera nu fp(x,y) = f(x, y) for alla (x,y) € D och

f(x,y) =0 for ovriga (x,y).

Definiera sedan // f(x,y)dxdy = // fo(x, y) dxdy

JJp JJa
forutsatt att uttrycket i hogerledet ar meningsfullt (f kallas da

integrerbar over D).

Observera att fp oftast ar diskontinuerlig pa randen till D -
den ar faktiskt kontinuerlig enbart i de randpunkter dar f = 0.
Det visar sig dock att for en stor klass av omrdden D ar f
integrerbar om den ar kontinuerlig i D och dubbelintegralen
kan beraknas genom itererad integration.



Sats. Lat f vara kontinuerlig i D.
() Om D = {(x,y) : a(x) <y < B(x), a < x < b}, dira, 8
ar kontinuerliga funktioner, s ar f integrerbar over D och

/ /D F(x,y) dxdy — / } < /a j()) F(x.y) dy> dx.

(i) Om D = {(x,y) : ¢(y) < x < (y), ¢ <y < d}, dar ¢, ¢
ar kontinuerliga funktioner, sd ar f integrerbar over D och

[[ e = [ ( /5’ fx.y) dx> &

Mangden D i (i) kallas for ett omrade av intervalltyp i y-led
och i (i) ett omrade av intervalltyp i x-led.



Har ar ett exempel pd omradde av intervalltyp i y-led:
| gz pO)

~—

Nar man integrerar m.a.p. y, sa ar x fixerat. Man gar in i
omradet vid den nedersta roda pilen och gar ur omradet vid
den oversta, dvs. man integrerar over linjestycket

a(x) <y < B(x). )
Darfor blir den inre integralen lika med / f(x,y)dy.

o(x)
Sedan far man ta alla linjestycken for alla olika x € [a, b].



b B(x)
Detta ger // f(x,y) dxdy = / (/ f(x,y) dy) dx.
D a a(x)

Ett exempel pd omrade av intervalltyp i x-led:
i

d

~

— = 9‘5(}]

X = ‘f'/j’)

[

>
>

Vid integration m.a.p. x gar man in i omradet da x = ¢(y)
och gér ur dad x = ¢/(y). Darfor blir den inre integralen lika

med /
]

P(y)

f(x,y) dx den har gangen.



Exempel. Berakna dubbelintegralen | = // e dxdy, dar D

D
ar triangeln med hérn i (0,0), (2,0) och (0, 2).
Det underlattar om man ritar en figur:

2 2—x
Vi integrerar m.a.p. y forst. / :/ (/ e*e’ dy) dx =
0 0

/ [e*e’]) =0 2% dx —/ (eXe* ™ — ") dx = /02(e2 — e¥) dx



=[e’x — ] =€ + 1.
Vi kunde lika garna ha integrerat m.a.p. x forst.

OBS! Ett vanligt forekommande allvarligt fel ar att man skriver

2 2
om integralen som // e dxdy = / </ e*e’ dy) dx.
D 0 0

D3 har man inte integrerat over omradet D utan over det
storre omradet som ar kvadraten [0,2] x [0, 2].

Ett annat vanligt forekommande fel:

2 2—x
// et dxdy = / e* dx/ e dy = (e —1)(e* ™ —1).
D 0 0

D3 har man inte fatt integralens varde utan en funktion av x
(integralens varde skall ju vara ett tal).
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Exempel. Berakna dubbelintegralen | = dxdy, dar

D Y
D ar triangeln med horn i (0,0), (0,27) och (m, 27).

L AN
— - /
Ny

.

™\
N

I

27

Integrerar vi m.a.p. y forst, far vi / :/ (/ sny dy) dx.
0 2x y

Men (siny)/y har ingen primitiv funktion som kan uttryckas i
(andligt ménga) elementara funktioner. Sa vi fastnar.



1' . - -
‘/:
\ I

"/U

%:lx

L/ /SN,

[
[
|
r
I
\
[
"

Integrerar vi m.a.p. x forst, far vi
}X:y/Z

2r ¥/2 o o .
l:/ / mdx dy:/ [Xsm_y dy =
0 0 y 0 Y lx=o

1 2w
—/ sinydy = 0.
2 Jo



De omraden D som i praktiken forekommer ar oftast antingen
av intervalltyp eller kan delas in i sddana omraden. Nedan
foljer ett exempel:

Omradena D;-D, ar av intervalltyp i y-led och integralen over
D (det blda omradet) blir lika med summan av integralerna
over Di-D,.



