SERIER OCH GENERALISERADE INTEGRALER

MARTIN TAMM

1. INLEDNING

Da och da har vi i tidigare kurser stéllts infér problemet att hantera summor
med oéandligt manga termer, t ex

Exempel 1.
s} [e%s} k
1 1 1 1 1
1 —_ = - :1 — - - “ e
W Sa=2(3) —trgritst
k=0 k=0
eller
Exempel 2.
=1 1 1
2 —=1
(2) Zk + = +3+4+

I det forsta fallet ar det latt att, med hjalp av formeln for geometriska summor,
Overtyga sig om att svaret bor bli 2:

1 N+1

(3) i<1>’“(2)1—1%2 nir N — oc.

k=0

I det andra fallet gar det ocksa att Gvertyga sig om att summan bor bli oandlig:

21 1 1 1 1 1 1
4 § =1 - 4+ S+
(4) y + = +<3+4)+(5+ +8>+<9+ +16)+
N—_——

>23=} >ai- S8 3=1

+ ! + + L + ! + + ! + > L + L + + L L

17 32 33 64 -2 2 2 2’
>16-55=1% >32- L =1

dér n kan véljas hur stort som helst om vi bara grupperar ihop tillrackligt manga
termer.
Men hur gor vi med foljande oéndliga summor?

Exempel 3.
(5) S =1-141-14+1-1+...
k=0

eller
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Exempel 4.

o Nk
(6) Z( 2 :171+%fi+...

k 2
k=1

I Exempel 3 gar det knappast att tala om nagot véarde alls pa summan. 1 Exempel
4 kan man, som vi ska aterkomma till senare, summera véasterledet till precis vilket
reellt tal som helst om man bara lagger ihop termerna i lamplig ordning (Se Kapitel
6)!

Dessa svarigheter hinger ihop med att addition av odndligt manga tal inte &r
nagot som ar definierat i de talsystem som vi anvénder. Ovanstaende resonemang
ar darfor i princip inte legitima, utan bygger pa nagon sorts intuitiv generalisering,
baserad pa vara kunskaper om dndliga summor.

I matematiken kan den hér typen av slapphénthet fa katastrofala konsekvenser.
Vi kan oméjligt acceptera metoder som ibland leder ritt och ibland fel, utan att vi
vet varfor. Darfor ar vi, for att komma vidare, tvungna att ersatta den intuitiva
idén om “oandliga summor” med en strikt definition:

oo
Definition 1. Ett uttryck pa formen E ay, kallas for en serie. Seriens summa s
k=ko
definieras som
N
s= lim E ak,
N—o00
k=ky
N
om detta griansvirde existerar. sy = E ay, kallas for seriens N:te partialsumma.
k=ko

Man kan alltsa saga att vi aterfor begreppet odndlig summa pa begreppet grans-
varde, som vi redan har en bra teori for. Det &r viktigt att notera att definitionen
fungerar lika bra for komplexa talfoljder {ax}32, ~som for reella, dven om vi hir
huvudsakligen kommer att diskutera det sistndmnda fallet.

For den allménna teorin spelar det néstan aldrig nagon roll vad kg &r. Samma
typer av resonemang fungerar for t ex serier av foljande typer:

o0 o0 o0
(7) Zak, Z ag, eller Z aj.
k=1

k=-5 k=27

I fortsdttningen formulerar vi de flesta satser sa att indexeringen bérjar fran 0 eller
1, och Overlater den triviala generaliseringen till mer allménna index at lasaren.

Som en forsta konsekvens kan vi notera att serier alltsa inte a&r summor utan
gransviarden. Med detta synsétt blir det ocksa helt naturligt att vissa serier konver-
gerar (och att vi da kan tala om deras gransvirden som summor), medan andra se-
rier divergerar (och dérfor saknar summa). I praktiken ar det ocksa d&ndamalsenligt
att tala om en series (odndliga) summa om sy — F00.

Om vi sammanfattar vara exempel ovan sa géller att serien i Exempel 1 ovan
verkligen har summa 2 medan seriens i Exempel 2 &r divergent (s = co). Serien i
Exempel 3 ar divergent och saknar summa, eftersom varannan partialsumma blir 0
och varannan blir 1. I Exempel 4 medfor definitionen ovan att seriens summa blir
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In 2. Detta visas enklast med hjilp av MacLaurin-utvecklingen av In(1+4z) (se [2]):

1 xNJrl

(1+6x) n+1’

N 1
(8) In(l1+2z) = Z 7(71;# a4+ (-

k=1

0<f<l.

Om vi nu sétter z = 1 och later N — oo, sa ser vi att resttermen gar mot 0 och
att hogerledet déarfor konvergerar mot den givna serien, medan vénsterledet &r lika
med In 2.

Det finns manga exempel pa serier som gar att berdkna exakt, men det finns
ingen systematisk metod for hur detta ska goras.

Exempel 5. Exempel 1 kan latt generaliseras till en godtycklig serie av typen
o0
1
9 b~ <1
) > ot=gg om

Observera att x dven kan vara komplext.

Serien i Exempel 5 ar ett exempel pa en potensserie:
o0
(10) f(z) :Zak(x—ffo)k-
k=0

Potensserier kan i viss mening betraktas som polynom av oandligt gradtal, och det
finns manga likheter med vanliga polynom (men &ven olikheter). = kan vara en
reell variabel, men det &r &nnu vanligare (och viktigare) att studera potensserier
dér variabeln och &ven koefficienterna far vara komplexa. Vi aterkommer till teorin
for potensserier i kursen Analys B.

Exempel 6. Ett annat exempel som vi latt kan berdkna ar serien

= 1
(11) kzzl k(k+1)

Vi gor observationen

1 1 1
12 - -
(12) k(k+1) k k+1°

vilket ger
0o N
1 1 1
13 — =1 N ——
(13) ;k(k—kl) Ninioz;(k k+1>

li VU IR (- RIS (S | [ T € R D
N 2 27 3) T TAN T N¥1)) T NE% N+1) 7

Den tillsynes narbesldktade serien
14 E g
(14) Pt 2 6

ar det emellertid betydligt svarare att komma at (en vanlig metod ar att anvénda
Fourier-analys, men det finns ocksa elementéra bevis, se t ex [1]).

Men ofta &r inte den viktigaste fragan att exakt bestamma vérdet pa en serie. 1
manga fall racker det att veta om serien konvergerar eller divergerar. For att avgora
detta finns det forhallandevis effektiva metoder, och det ar framfor allt dessa som
kommer att tas upp i de foljande kapitlen.
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2. INTEGRALER SOM AR GENERALISERADE I +00
Det finns en néra analogi mellan serier och generaliserade integraler av typen
o0
/ f(z)dz. Pa samma sitt som serier egentligen inte ska betraktas som summor
a

utan som griansvarden (av summor), sa ska generaliserade integraler inte heller
betraktas som integraler utan som griansvirden (av integraler). For en integral
som &ar generaliserad i +o00 ar definitionen

Definition 2. n
/ f(z)dz = lim / f(z)dz,
a R—oo J,

om detta griansvirde existerar dndligt. Den generaliserade integralen séges da vara
konvergent, annars sidges den vara divergent. Om gransvardet existerar oegentligt
sa sdger man ofta att den &ar lika med +o0 eller —co.

Exempel 7.
>~ d B od

(15) / Y lim / Y lim [arctanm]é%: lim arctan R = —.
0 14 22 R—o0 J 14 22 R—o0 R—o0 2

Den generaliserade integralen dr alltsa konvergent med vérdet /2. I det hér fallet
kan vi tolka det som att arean av det omrade i forsta kvadranten som ligger under
grafen ar dndlig med arean just 7/2.

Exempel 8.

(16) /Oo @ _ /Rdgc— lim [In(142)]% = lim In(1 + R) = oo
0 1+$_R—>oo 0 1—|—£L'_R—>oo O_R—>oo o ’

Den generaliserade integralen dr alltsa divergent (= +00), och arean av det omrade
i forsta kvadranten som ligger under grafen ar odndlig.

Exempel 9.
0o R
(17) / cosxdr = lim cosxdr = lim [sin x](}f’ = lim sinR.
0 R—o0 Jg R—o00 R—00

Det sista gransvardet existerar varken egentligt eller oegentligt sa den generaliserad
integralen &r divergent (och det &r 16nlost att forsdka tala om nagot vérde).

Exempel 10.

[ SR R _:
(18) / ST gz = lim Sl
0

T R—oo T

I det hér fallet visar det sig att gransvirdet faktiskt existerar och ar lika med 7 /2
(for konvergensen, se Sats 14 1 Kapitel 7). Men det gar inte att tolka resultatet
som nagon area. Det hir exemplet paminner i mycket om Exempel 4 i Kapitel 1,
men det ar betydligt svarare att utféra berdkningen av integralen. En metod (som
bygger pa analytiska funktioner) gas igenom i Analys B.

Det kan ocksa papekas att vi har behandlar integralen som generaliserad endast i
oandligheten. Men vad hénder egentligen nar  — 07 Déar blir ju integranden ocksa
odefinierad? Faktum &r att den héar typen av “generalisering” i stort sett ar helt och
hallet problemfri, eftersom funktionen faktiskt gar att utvidga till en funktion som
ar kontinuerlig &ven i origo. I fortsdttningen kommer vi inte att uppmérksamma
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sadana “singulariteter” utan behandlar sadana generaliserade integraler som om de
hade haft kontinuerliga integrander redan fran borjan.

Det finns mycket som ar gemensamt i metoderna for att avgora konvergens och
divergens hos serier och generaliserade integraler. Men det finns ocksa, som vi
kommer att upptécka, en del skillnader som ar varda att observera.

3. GENERELLA EGENSKAPER HOS SERIER OCH GENERALISERADE INTEGRALER

Innan vi gar vidare med specifika kriterier for konvergens och divergens sa kan
det vara vart att notera nagra generella egenskaper.

Lemma 1.

D (aag+Bby) =ad ar+B8) by,

k=0 k=0 k=0

Detta ar egentligen en trivial tillampning av réknereglerna for gréansvéirden av
talféljder pa foljderna av partialsummor. Precis som for vanliga griansvirden ska
lemmat tolkas som att om serierna i hogerledet konvergerar sa konvergerar dven
vansterledet och likhet galler.

Anmaiarkning 1. Man kan ocksa formulera varianter av lemmat som t ex siger
att summan av en konvergent och en divergent serie ar divergent, men detaljerna
ldmnas at lasaren.

Det dr dven virt att observera att (den formella) summan av tva divergenta
serier mycket val kan vara konvergent, t ex

o0 oo oo oo
k k+1 k k+1
19 S D> (- :Z((—l) +(~1) ):Zo:o.
k=0 k=0 k=0 k=0
Héar ar det alltsa i vinsterledet inte fragan om att vi lagger ihop tva tal, utan det
handlar om en rent formell operation pa serier.

Motsvarande lemma for generaliserade integraler ser ut sa héar:

Lemma 2.
/:o(af(:v) + Bg(x)) dx = a/aoo f(x)dz + 5/:0 g(z) dz.

En annan viktig egenskap att notera &r att en serie endast kan konvergera om
termerna gar mot noll:

o0
Sats 1. Om Z a ar konvergent sa foljer att ap — 0.
k=0

Detta foljer av definitionen av partialsumma i Definition 1 ovan. Vi kan helt
enkelt skriva ay = s — sy—1 och notera att om serien ar konvergent med summan
s sa blir lim ap = lim s — lim sp_1 =s—s=0.

k—o0 k— o0 k—o0

Sats 1 kan faktiskt vara ett anvidndbart kriterium for att visa att vissa serier

inte konvergerar. I vissa fall da inget annat verkar fungera kan det vara vért att

kontrollera att termerna verkligen gar mot noll.
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[ee]
kk
Exempel 11. Serien Z o ar divergent eftersom
k=1
2 = = e 2 22 o>
(20) TR T 123k 123 k=

Man ska akta sig for att tro att villkoret ar — 0 &ar ett tillrackligt villkor for
konvergens. T ex gar termerna i serien i Exempel 2 ovan mot noll, utan att serien
for den skull skulle konvergera.

Det visar sig att analogin till Sats 1 for generaliserade integraler &ar falsk: Det
finns exempel pa generaliserade integraler som dr konvergenta, trots att integranden
inte gar mot noll. Ett exempel pa en sadan ar

oo
(21) / sin (2%) dz.
0
I sjalva verket Gvergdr integralen efter variabelbytet ¢ = 2 i

1 [°°sint
(22) 5| —
2Jo Wt
som kan visas konvergera med samma metoder som vi senare kommer att mota i
Sats 14 i Kapitel 7.

dt,

4. POSITIVA SERIER

En positiv serie ar en serie sadan att ay > 0 for alla k. For en sadan serie utgor
foljden {sy} av partialsummor en monotont vixande talfoljd. Enligt satsen om
monoton konvergens finns det ddrmed bara tva alternativ: antingen ar foljden av
partialsummor begrénsad och serien &r konvergent, eller sa &r den obegrinsad och
serien divergerar (har summa +o00). Ofta anvinder man darfor for positiva serier
beteckningarna

o0 o0
(23) Z ap < oo respektive Z ay = 00
k=0 k=0

for att markera om de ar konvergenta eller divergenta. Déaremot ska man inte
anvanda dem for serier som inte &r positiva. Motsvarande géller for 6vrigt dven
generaliserade integraler.

Teorin for positiva serier ar betydligt enklare &n det allménna fallet. Det visar
sig att om alla termer &r positiva sa leder var intuitiva uppfattning om “odndliga
summor” oss for det mesta réatt. Dessutom kan man i manga fall anvénda positiva
serier for att dra slutsatser om serier som inte ar positiva med hjélp av Sats 5 nedan.

Hur ska man ga tillviga for att avgdra om en positiv serie konvergerar? Om vi
inte kan berdkna serien exakt sa kan vi forstka hitta en enklare serie att jamfora
med:

Sats 2 (Jamforelsekriterium I). Antag att 0 < ap < by for k=0,1,...
o0 o0
(1) Om Z b dr konvergent sa dr dven Z ay konvergent.
k=0 k=0

o0 o0
(2) Om Z ay dr divergent sa dr dven Z by divergent.
k=0 k=0
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o)
Bevis: Detta ar en direkt f6ljd av diskussionen innan satsen: om Z by, ar konver-

k=0
gent sa finns en Gvre begrinsning B till seriens partialsummor. Men eftersom

N N
24) Sa <Y b<B
k=0 k=0

(oo}
sa blir samma B en O6vre begrinsning till partialsummorna till serien Z ay, vilket

k=0
[eS)

ger att Z ay, konvergerar. Andra halvan visas pa liknande sétt, genom att tillimpa

k=0
N

lagen om olikheter for gransvirden pa en forsta olikheten i (24): Om Z ap — 00

k=0
N

sa foljer ju att dven Zbk — 00. O
k=0

Anmaiarkning 2. Ett dndligt antal termer i borjan av en serie kan aldrig paverka

fragan om konvergens eller divergens. Déarfor réacker det i princip att olikheten

ar < by ar uppfylld for alla k > N for nagot visst N. En annan observation &r att

det racker att visa att ap < cby for nagon positiv konstant ¢ > 0, eftersom serien

Z by, konvergerar om och endast om Z chy, gor det.
k=0 k=0

o0 1
Exempel 12. Serien E _—
k
o 2"VEk+1
1 1

(25) 0< ———<

ar konvergent. Detta beror pa att

T 2kE4+1 T 28
1
och Z o ar konvergent enligt Exempel 1.
k=0
vk
Exempel 13. Aven serien Z 74_ ar konvergent. Detta kan i princip ocksa

k=0
visas med Jamforelsekriterium I om vi t ex observerar att

(26) o< EFT< (2,

G -

3

for stora k. Detta foljer av att

3\ *
VE+1 (4) — 0. Vikan da i
9] k
stallet jamfor med Z <3) som ocksa ar konvergent.

Den hér tillampningen kénns kanske nagot mindre naturlig &n foregaende; vi
maste sjilva gora vissa Overldggningar innan vi kan tillaimpa satsen. Nedan ska
vi se att det finns en lang rad med olika varianter av Sats 2 som passar for olika
situationer.
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Sats 3 (Jamforelsekriterium IT). Antag att 0 < ay, by f(')'r alla stora k, och antag

vidare att hm Gk _ A, dir 0 < A < co. Da gdller att Zak ar konvergent om
k—o00 Lk k=0

och endast om Z by ar konvergent.
k=0
Beviset foljer av Jamforelsekriterium I: om tillampar gransvardesdefinitionen pa
a
gransvirdet lim * — Amede= A/2 sa foljer att

k—oo O

2
( 7) bk bk

—A’< -As A<—< A for k> N,

for nagot visst N. Det foljer nu att by < (2/A)ay, for k > N, vilket enligt Sats 2

och Anmérkning 2 ger att om E ay, konvergerar sa konvergerar dven g by
k=0 k=0

Pa liknande sétt ser vi att ap < %Abk, vilket ger att om Z by konvergerar sa

k=0
S

konvergerar dven E ag.
k=0

— k+Vk
Exempel 14. Avgor om serien Z ar = BRI
Pt — k24+k+1

De dominerande termerna i tiljare respektive nimnare ar k respektive k2. Darfor

ar konvergent.

. .. 1 .
bor serien for stora k bara sig at ungefér som Z by = Z T Vi observerar att
k=1 k=1

k+VEk
ak _ K2+ k+1

(28) b T —1,
k
o0
vilket enligt jadmforelsekriterium II medfor att Zak konvergerar om och endast
k=1

o0 o0
1
om Z by, gor det. Men Z z ar enligt Exempel 2 divergent, sa detsamma géller

k=1 k=1
(oo}
alltsa for g ag.
k=1

Det ar viktigt att bade ap och by forutsitts vara positiva i Jamforelsekriterium
II, vilket framgar av foljande

Exempel 15. Betrakta de bada serierna

[e%) _1k, [S%s) _1k,
(29) Z(\/E) ;ln<1+(\/£ )

k=2
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Eftersom In(1 + z) ~ x for x néra 0, sa verkar det rimligt att férmoda serierna
borde ha samma konvergensegenskaper. Om vi som i Sats 3 betraktar gransvérdet
(=n*
(30) lim 2% = lim ——Yk _ — 1,
k—oo by k—o0 In (1 + (_1)k)
vk

sa verkar detta stodja var formodan. Men den forsta serien dr konvergent medan
den andra &r divergent! Det &r alltsa inte korrekt att dra nagon slutsats av (30) i
det hér fallet eftersom serierna inte ar positiva.

Konvergensen av den forsta serien ska vi visa lite senare i Sats 8. Héar ska vi
bara notera en korrekt tillimpning att Sats 3 ger att bada serierna inte kan vara
konvergenta, eftersom skillnaden mellan dom faktiskt &r en divergent serie. For att
se detta observerar vi att MacLaurin-utveckling ger att z —In(1+x) = $22+0(2?),

vilket med z = (—1)*/Vk ger att
o S ) -2 6o (es)

dér serien i hogerledet &r positiv for stora k och darmed divergent, eftersom vi kan
anvéinda jamforelsekriterium IT for att jamfora med serien i Exempel 2.

En annan kraftfull metod for att avgdéra om en positiv serie konvergerar ar att
jamfora med integraler. Eftersom vi har tillgang till integralkalkylens huvudsats sa
ar det mycket lattare att exakt berdkna integraler dn att berdkna summor. Men
for att kunna anvénda detta maste vi ocksa kunna jamfora summor med integraler.
Den idé som gor detta mojligt ar att vi kan uppfatta dndliga summor som integraler
av trappfunktioner. Om vi speciellt betraktar en positiv och avtagande funktion
f(z) pa intervallet [1,00[ sa ar det latt att Gvertyga sig om att

n+1
(32) /1 F(x)de < f() + £2) + ...+ f(n).

Hogerledet kan ju tolkas som integralen 6ver intervallet [1,n+ 1] av den trappfunk-
tion ¥(x) > f(x) som definieras av att ¥(z) = f(k) pa [k, k + 1[. Se den 6vre
grafen i Figur 1.

A andra sidan har vi ocksa att

(33) F@) 4 FG3) + .+ f() < / " fa)de,

eftersom véansterledet kan uppfattas som integralen 6ver [1,n] av den trappfunktion
®(x) < f(z) som definieras av att ®(z) = f(k) pa [k — 1, k[. Se den undre grafen i
Figur 1.

Om vi sétter ihop dessa olikheter far vi

n+1 n
(34) / @) dr < F) + )+ + fn) < F1) + / f() d.

n
Ur detta ser vi att partialsummorna s,, = Z f(k) &r uppat begransade (dan — oo)
k=0

om och endast om integralerna / f(z) dx &r uppat begrénsade (da n — oo). Vi
1

har ddrmed bevisat
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')f“ flz)dz < f(1)+ f(2) +... + f(n)

1 n n+l

+ fn) < flnf{m]dm

FIGUR 1. Jamforelse mellan trappfunktionernas och f(z):s integraler

Sats 4 (Cauchys integralkriterium). For en positiv avtagande funktion pa [1,00[
galler att

> o]
(35) Z f(k) konvergent < / f(z)dx konvergent.
k=1 1

(oo}
1
Exempel 16. For vilka virden pa a > 0 konvergerar serien Z T ?7  Enligt

k=1
integralkriteriet géller detta for precis samma a som for vilka motsvarande integral
konvergerar. Men

> dx a—1D"" om «
(36) /ld—={( ! o

xre 00 om o<1

Vi drar slutsatsen att serien konvergerar om och endast om « > 1. (Vi kan 6r 6vrigt
observera att det dr trivialt att serien divergerar fér a < 0, eftersom termerna da
inte gar mot 0.)
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[ee]
Exempel 17. Serien Z ar divergent eftersom integralen
k=2

klnk
> d Nod
(37) / Y~ lim / T~ lim [ln(lnx)]évzoo.
9 xlnx N—o Jy zlnz N-oo

Notera att vi hir som en variation har anvént integralkriteriet pa intervallet [2, co|
i stéllet.

Integralkriteriet och jamforelsekriterium II kan vara mycket effektiva i kombina-
tion med Taylor-utveckling:

E 118. Avgd i = 2sin — —sin — | &r ki t.
xempe vgor om serien ;ak ; ( sin - — sin k> ar konvergen

Vi borjar med att Maclaurin-utveckla 2sinx — sin(2z) = 2® + O(2%), eller med
x=1/k:

1 .2 1 1
(38) ak:2smk—smk:k3+0(k5>.

o0 o0
. .. . 1
Vi vet nu att serien for stora k bér sig at ungefir som serien E by, = g = som

k=1 k=1
enligt integralkriteriet ovan ar konvergent. Det ligger darfor nara till hands att

jamfora just med denna. Vi observerar darfor att
o _ E+0(H)

39 — =t 51,
(39) =
o0
vilket enligt jadmforelsekriterium II medfor att Zak konvergerar om och endast
om Z by, gor det. Z ay, ar alltsa konvergent.
k=1 k=1

5. ANDRA KONVERGENSKRITERIER

En fundamental sats som aterfor en stor del av teorin for allménna serier pa
teorin for positiva serier ar foljande:

(o9} o0
Sats 5. Om g lax| konvergerar sa konvergerar duen g a.
k=0 k=0

Bevis: Antag forst att serien ér reell och 1at a; = max(ay,0) och a;, = max(—ay,0).
Da giller att 0 < a}f,a; < |ak|, och ax = a;f — a; . Det foljer att

(40) Zak:Zaz—Za;,
k=0 k=0 k=0

eftersom serierna i hogerledet ar positiva och konvergenta enligt jamforelsekriterium
I. Satsen foljer darfor av Lemma 1.

Om ay = uy, + ivg ar komplexa sa observerar vi att 0 < |ug|, |vg| < |ag|, vilket
(o9} oo

ger att Z |ug| och Z |vg| &r konvergenta enligt jamforelsekriterium I, varefter den
k=0 k=0
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o0 [ee]
forsta delen av beviset ger att Zuk och ka ar konvergenta och slutligen att
k=0 k=0
o0
Z ay ar konvergent enligt Lemma 1. (I
k=0
o0

Om en serie har egenskapen att Z |ak| konvergerar sa kallas serien absolutkon-
vergent. Satsen ovan kan darfor Szfm?nanfattas som att absolutkonvergens for en
serie medfor konvergens.

Serier som ar konvergenta utan att vara absolutkonvergenta kallas betingat kon-
vergenta. For sadana serier kan mycket mérkliga saker intraffa. Vi aterkommer till
detta i Kapitel 6.

Ett exempel pa ett mer specifikt konvergenskriterium, men som samtidigt ofta
ar latt att anvanda ar

Sats 6 (Cauchys rotkriterium). Antag att serien Zak ar sadan att
k=0
(41) lim |ax|V/* = A for ndgot A € [0,00].

k—oc0

Om A < 1 sa ar serien absolutkonvergent. Om A > 1 sa dr serien divergent.

Idén bakom satsen #r mycket enkel: forutsittningen siger att |ax| ~ A*, dvs
serien bar sig at ungefir som en geometrisk serie med kvoten A, som ju ar konvergent
da A < 1 och divergent da A > 1. For att gora resonemanget precist anvander vi
gransvirdesdefinitionen och jamforelsekriterium I:

Bevis: Om A < 1 sa kan vi vélja ett tal r sa att A < r < 1. VAlj ett heltal N
sa stort att k > N = |ak|1/k < r. Da blir |ag| < 7* for k > N, vilket betyder
att serien kan uppskattas med en konvergent geometrisk serie. Pastaendet i satsen
foljer darfor av jamforelsekriterium I.

I fallet A > 1 sa ger gransvérdesdefinitionen i stéllet att |ag| > 1 for alla k > N
for nagot tal N. Dérmed kan inte termerna ga mot noll och divergensen foljer av
Sats 1. ]

Om vi nu atervander till Exempel 13 sa ser vi att rotkriteriet dr ett mycket
effektivare hjalpmedel &n jamforelsekriterium I for att visa konvergens. Det racker
nu att observera att

) = (A

2k

1/k 1/2k
k+1)Y 1
:%%5<1 nar k — oo.

Ett annat exempel dar rotkriteriet fungerar vél &ar

[eS) k2
1
Exempel 19. Avgor om serien E (1 — > ar konvergent eller ej. Vi ser i detta

k
k=1
fall att
k
1 1
(43) |ak|1/k: (1—]€) —>g<1 nar ]4}-}007

vilket enligt rotkriteriet visar att serien ar konvergent.
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A andra sidan finns det méanga fall déir rotkriteriet inte gar att anvinda. En
vanlig typ av fall 4r d& grdnsvardet A ovan blir 1, och rotkriteriet inte ger nagon

o0
1
slutsats alls. Detta géller t ex for alla serier av typen Z T
k=0
Ett kriterium som har liknande anvindningsomrade som rotkriteriet ar féljande

[ee]
Sats 7 (d’Alemberts kvotkriterium). Antag att serien Z ay, Gr sadan att ap, # 0

k=0
for alla k och

(44) kll)ngo M|Z;:|1| =A for nagot A € [0, ¢].

Om A < 1 sa dr serien absolutkonvergent. Om A > 1 sa dr serien divergent.

Idén i satsen ar precis densamma som i Cauchys rotkriterium, némligen att
gransvirdesvillkoret medfor att Y - | |ax| bér sig at ungefir som en geometrisk
serie med kvoten A.

Bevis: Om vi antar att A < 1 kan vi, precis som i beviset av rotkriteriet, vélja r
sa att A < r <1 och med hjélp av griansvirdesdefinitionen hitta N sa att

(45) |
|a|

dvs |agy1| < r|ag| for alla k > N, vilket for ett godtyckligt k& > N ger att
(46) lag| < rlag_1| < rlag_a] < ... <r* N Nan | <" Nay).

Vi kan alltsa (bortsett fran de N + 1 forsta termerna) uppskatta den givna serien
med en konvergent geometrisk serie vilket ger pastaendet.

I fallet A > 1 ger gransvirdesdefinitionen i stéllet att det finns N sa att for
k > N sa maste

(47) k] g
|a|

Men da ar |akt1| > |ak| for k > N, vilket betyder att f6ljden {|ak|}72 5 r vixande
och alltsa inte kan ga mot 0. d

Ofta ar det en smaksak om man vill anvanda rot- eller kvotkriteriet. Men i vissa
fall kan det ena kriteriet ge betydligt enklare rdkningar &n det andra.

(k)2
Exempel 20. Vi underscker konvergensegenskaperna hos serien Z EQ k;))' med
k=0 ’
hjalp av kvotkriteriet:
k+ 1)1)%(2k)! k+1)2 k+1 1
asy  lenl _(GEDDERY ke1? kel 1

el (BD2Q(k+1)  k+D(2k+2) (2k+1)2 4

vilket visar att serien ar konvergent.
Observera att det hade gatt att visa samma sak med rotkriteriet, men da hade
vi behovt uppskatta (k!)'/* och ((2k)!)'/*, t ex med hjilp av Stirlings formel.
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6. BETINGAT KONVERGENTA SERIER

En serie som ar konvergent men inte absolutkonvergent kallas, som tidigare
ndmnts, betingat konvergent. Ett enkelt exempel pa en sadan ar den sa kallade
alternerande harmoniska serien i Exempel 4. Vi har ju visat att seriens summa ar
In2, men ocksa att motsvarande serie nar vi tar absolutbeloppen av alla termer
(den harmoniska serien i Exempel 2) ar divergent. Detta &r ett exempel pa en mer
generell typ av betingat konvergenta serier:

Sats 8 (Leibniz konvergenskriterium for alternerande serier). Ldt {ax}° vara en
oo

positiv avtagande talféljd sadan att ar, — 0 da k — oo. Da dr serien Z(fl)lﬁlak

k=1
konvergent.
Exempel 21. Serierna
o0 o0
(-1 (-1
49 — h —
(49) 2. NS Zln(kJrl)
k=1 k=1
dr bada (betingat) konvergenta.
N
Bevis av satsen: Lat sy = Z(fl)k“ak som vanligt beteckna seriens partial-
k=1

summor. Vi tittar forst pa foljden {sa,, }$° av partialsummor med ett jamnt antal
termer. Denna f6ljd dr monotont vixande eftersom

(50) 82(m+1) — S2m = G2m+1 — G2miy2 = 0,

dér vi i det sista steget anvéant att foljden ay ar avtagande. Foljden ar positiv efter-
som den &dr véaxande och sy = a; — ag > 0, men foljden &r ocksa uppat begrinsad,
eftersom

(51) Som =Q1 —Q2+ A3 — A4+ A5 — ... — A2m—2 + A2m—1 — A2m =
a1 — (a2 —az) — (as —as) — ... — (@2m—2 — A2m—1) — Q2m < @1
—— —_— =~
>0 >0 >0 >0

for allam = 1,2, ... Enligt en kénd egenskap hos monotona talfoljder betyder detta
att foljden {so,, }7° konvergerar mot ett tal s som uppfyller 0 < s < a;.

Men éven f6ljden {som+1}5°_; av partialsummor med udda antal termer kon-
vergerar mot s, eftersom So,,11 = Som + Gome1 — s+ 0 = s. Ur detta foljer att
hela foljden {sn}%_; konvergerar mot s, vilket bevisar satsen. O

Som tidigare namnts har betingat konvergenta talféljder ganska patologiska egen-
skaper. For att illustrera detta definierar vi en omordning n av de positiva heltalen
Z 4 som en bijektiv avbildning n : Z, — Z4. Givet en sadan omordning 1 kan vi
nu dven definiera motsvarande omordning av en godtycklig talfoljd {ay }$°, som den

o0

nya talfoljden {a,x)}72,, och av en godtycklig serie som den nya serien Z (k) -
k=1
o0

Sats 9 (Riemanns omordningssats). En reell betingat konvergent serie Zak kan
k=1

alltid omordnas sa att den nya seriens summa blir lika med vilket pa forhand givet

reellt tal som helst (eller lika med +o0o eller —oo).



SERIER OCH GENERALISERADE INTEGRALER 15

Detta markliga resultat skall jamforas med foljande

o0
Sats 10. Om en absolutkonvergent serie Zak har summan s sa har dven alla

k=1
omordningar av serien summa S.

Sa fort vi slapper kravet pa absolutkonvergens sa blir alltsa den “addition” som
serien ger sig ut for att representera i allra hogsta grad icke-kommutativ! Det &r bl
a darfor som det ar béttre att inte se sadana serier som addition utan helt enkelt
som gransvarden.

Ingen av ovanstaende satser ar speciellt svar att visa. Men for att forsta idén
med Riemanns omordningssats kan det d&nda vara béttre att titta pa ett konkret
exempel. Vi vet redan att den alternerande harmoniska serien

o0
(—1)F 1 1 1

52 SN/ R
(52) Z k 2 + 3 4 +

k=1
ar konvergent med summan In 2. Hur ska vi ordna om termerna om vi i stallet vill
att summan ska bli t ex 27 Vi borjar med att dela upp termerna i positiva och
negativa, och noterar att dessa bildar divergenta serier:

oo

1 1 1 1 1
53 =14+ -4+ 4+4+...=
(53) k;%_l tytEtotgt +00,
> -1 1 1 1 1

Detta kan enkelt visas, t ex genom att jamfora med den vanliga harmoniska serien
i Exempel 2 och anvianda Jamforelsekriterium II. Men det foljer ocksa av generella
egenskaper for betingat konvergenta serier: Om den ena av serierna (53) och (54)
vore konvergent och den andra vore divergent sa skulle ju deras summa (52) ocksa
vara diverent (vilket vi vet &r falskt). Om a andra sidan bade (53) och (54) vore
konvergenta sa skulle den vanliga harmoniska serien vara absolutkonvergent, efter-
som denna just &r skillnaden mellan (53) och (54) (vilket ocksa &r falskt enligt
Exempel 2).

Om vi vill att summan ska bli 2 men samtidigt se till att alla termer i bada
serierna kommer med sa dr en naturlig strategi att vélja en ordning dér vi gar
igenom den &vre f6ljden i snabbare takt. Vi borjar darfor med att plocka sa manga
termer ur denna som behdvs for att deras summa ska bli storre &n tva. Det visar
sig att det behovs atta termer:

1 1 1 1 1
(55) 1+§+5+?+§+...+1—5~2.0218>2.
Nu ar det dags att stoppa in den forsta negativa termen:
(56) 1+1+1+1+1+...+i—1%1.5218<2.
3 5 7 9 15 2
Darefter fyller vi pa med positiva termer tills summan blir storre dn 2 igen:
(57) 1+1+1+1+}+...+i71+i+...+iz2.0041>2.

3 5 79 15 2 17 41
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Vi lagger nu till nista negativa term —1/4 och dérefter ytterligare positiva termer
tills summan aterigen blir storre &n 2:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+-4+-4.. +———-+—4+...+———F—+... .+ — =2 2.
(58) +3+5+ +15 2+17+ +41 4+43+ +69 0095 >
Efter ytterligare en negativ term och tillrickligt manga positiva far vi:
(69) 1hog. 4ty L L L L vy
3 715 2 17 77 41 4 43 77769 6 71 T 95 ’

Det ar inte svart att se att om vi fortsitter pa detta sitt sa kommer summorna att
konvergera mot 2, och vi kommer ocksa att sa smaningom inkludera alla termer
i den ursprungliga serien, dven om de positiva termerna tas med i en betydligt
snabbare takt.

7. OLIKA TYPER AV GENERALISERADE INTEGRALER

oo
I Kapitel 2 har vi infért generaliserade integraler av typen f(x) dz som har

mycket gemensamt med serier. Men det finns manga olika typgr av generaliserade
integraler. En integral kan vara generaliserad darfor att integrationsintervallet ar
oandligt eller for att integranden &r obegrénsad, antingen i det inre av integra-
tionsomradet eller da vi ndrmar oss nagon av dndpunkterna. Héar foljer nagra
exempel:

Exempel 22.

1 0 z
(60) / — dux, / e* dz, / tan z dx.
0 \/'E —00 0

Gemensamt for ovanstaende exempel ar att de dr odefinierade som vanliga inte-
graler, men kan ges mening som gransvarden:

1 1
/ Ldr=tim [ —dr= lm [2v3])' = lm (2-2V6) =2,
0

NI e—0+ J. /T e—0+ e—0+

0 0
x s x R T z10 R _ ,—R _
(61) /_ooe dx—Rh_rgo _Re dm—ﬂ}l_rgo[e ]_R—Rh_rgo(l e ) =1,

s
€

5 T—€ . -
/ tan x dz=1lim tanz dr=lim [—In(cosz)]g = lim (— In(cos(= — e)) =00.
0 e—0+ 0 e—0+ e—0+ 2
Men det ar inte alls ovanligt att integraler kan vara generaliserade pa flera sétt
t ex:

(62) /Z e da, /ooo NEE —dfxx —2)[’

Grundregeln for sadana generaliserade integraler dr att man ska dela upp dem i
integraler 6ver olika intervall, som var och en endast innehaller en generalisering
(en grénsévergang) i nagon av intervallets d&ndpunkter. Och den generaliserade
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integralen ar konvergent om och endast om alla delarna &ar det. Saledes kan vi
tolka den forsta integralen som

[e%e} 0 [e'e]
/ e~ d / e~ du + / e~ dg =
—c0 —o0 0

0 R

(63) = lim e dz+ lim e da.
R— o0 R R—o0 0

Att vi hér valt att dela upp integrationsintervallet just i origo spelar ingen roll.
Det ar latt att overtyga sig om att vi skulle fa samma konvergensegenskaper och
numeriska virde om vi hade delat i nagon annan punkt. Nar det géller den andra
integralen skulle motsvarande indelning kunna se ut sa hér

(64) / VIz(@ —1)(z —2)| /1/2 /1/2 /13/2 /3/2 / /

1/2 1—e 3/2 2—¢ R

lim + lim + lim + lim + lim + lim
e—0+ e e—0+ 1/2 e—0+ 1+e e—0+ 3/2 e—0+ 24e R—o0 3

I dessa tva fall visar det sig att alla de ingaende delarna dr konvergenta, vilket
alltsa betyder att bada de generaliserade integralerna i (62) konvergerar.

Man kan fraga sig om det inte vore enklare att t ex tolka den forsta generaliserade
integralen i (62) som ett enda grénsvirde?

o ) R R
(65) / e dx = lim e~ du.

o R—oo J_p
Just i det hér fallet skulle det inte spela nagon som helst roll; vi skulle fa exakt
samma numeriska vérde med denna definition som med den i (63). Men sa &r inte
alltid fallet. Jamfor t ex med foljande:

oo R
(66) / xdx ar divergent men lim xdx = 0.

oo R—oo | R
Det som gor att vi far likhet i (65) &r, grovt talat, att integranden &r positiv.
Motsvarande géller dven under nagot allménnare villkor, men vi gar inte in pa
exakta villkor har.

Gréansvardet till hoger i (65) kallas principalvirdet av den generaliserade inte-
gralen. Sadana principalvérden kan vara mycket intressanta i manga tillampningar,
men man bor komma ihag att de inte alltid betyder detsamma som motsvarande
generaliserade integraler.

Hur gar man da tillvaga for att avgéra om en generaliserad integral konvergerar
i de fall da den inte gar att berdkna exakt? Vi kan borja med att konstatera att de
bada jamforelsekriterierna for serier direkt gar att dversétta till integraler:

Sats 11 (Jamforelsekriterium I). Antag att f(x),g(z) dr kontinuerliga och 0 <
f(x) < g(x) for x € [a,o0].

(1) Om/ x)dz ar konvergent sa dr aven/ f(z) dx konvergent.

(2) Om/ f(z)dx dr divergent sa dar aven/ g(z) dx divergent.

a
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Sats 12 (Jamforelsekriterium II). Antag att f(x),g(x) dr kontinuerliga och 0 <

f(@),g(x) for x € [a,o0[, och antag vidare att lim f((x; =A,dir0< A< oo. Da
z—o0 g(x

oo
gdller att / f(z)dz dr konvergent om och endast om g(x) dzx ar konvergent.
a a

Hér har kriterierna formulerats for fallet da integralerna ar generaliserade 1 +oo,
men det gar latt att Oversdtta dem till andra typer av generaliseringar. Vi avstar
fran explicita formuleringar, men se Exempel 24 nedan. Bevisen &r ocksa mycket
snarlika motsvarande for serier och uteldmnas hér.

.2

o0
Exempel 23. Vi underscker om den generaliserade integralen / 1.2 dx ar
0 X

konvergent. Integralen #r generaliserad i oo och eftersom 0 < sin?z < 1 #r det
naturligt att uppskatta integranden med 1/(1 + 22):

.. 2 oo :..2
sin“ x 1 sin“ x
(67) T 1422 1422 /0 1+ 22 S

o0
enligt jamforelsekriterium I, eftersom vi redan vet fran Exempel 7 att / 52
0 x

konvergerar.

1
Exempel 24. Vi undersoker om den generaliserade integralen / dx ar
0

1
Vsinz
konvergent. Integralen ar generaliserad i 0 och i narheten av denna punkt vet vi
att sinz &~ x. Det ligger da néra till hands att jamfora integranden med 1/4/x:

1

(68) i L8 gy VT o STy
=0+ g(x) 2—0+ 1 0+ \/ sinz
Jr

vilket ger att den generaliserade integralen konvergerar enligt jamforelsekriterium
I1, eftersom vi redan vet fran Exempel 22 att integralen av 1//z &r konvergent.

Nér det géller rotkriteriet och kvotkriteriet sa finns det ingen naturlig motsvarighet
for generaliserade integraler. Daremot kan begreppen absolutkonvergens och betingad
konvergens latt overforas pa integraler:

oo oo
Sats 13. Om / |f(z)| dz konvergerar sa konvergerar dven/ f(x)de.
a a

Precis som for serier finns det gott om exempel déar den forsta integralen diver-
gerar, medan den andra konvergerar. Liksom for serier kallas detta fenomen for
betingad konvergens. Vi néjer oss med att analysera ett exempel:

o -
Sats 14. Den generaliserade integralen / sy dx ar betingat konvergent.
0 X

En tekniskt relativt enkel bevismetoden ser ut sa héar:

Bevis: Vi maste bade visa att den generaliserade integralen konvergerar och att
motsvarande med absolutbelopp divergerar.
Vi observerar forst att det inte spelar nagon roll fér konvergensen om vi i stéllet

* sinx
betraktar integralen /
1

dx, eftersom integranden ar begriansad pa [0, 1]. Vi
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m [

FIGUR 2. De areor som svarar mot ay.

kan nu partialintegrera:

(69) /N sinmdx: [—COS&U]N_/N coszx .
1 T T 1 1z

Den forsta termen i hogerledet konvergerar mot cos1 ndr N — oco. Den andra

CcosST 1
1< 3 och
T T

termen har ocksa ett dndligt gransvérde eftersom observationen ‘

oo

/ — dr =1 < oo ger att den ar absolutkonvergent enligt Jamforelsekriterium I.
1 xr

sinx

dx = +o00 observerar vi att |sinz| > sin®z, vilket

oo
For att visa att /
0

T
ger att

N N . 2 N
1 1-— 2
N PR A g
1 1 x 2/ T

(71) I/Ndx_l/NCOSdex:mN—i {Sian}N_l/NSiHQxdx%oo,
1 1 1 1

2 x 2 x 4 2

eftersom den sista integralen ar absolutkonvergent av samma skél som géllde for
den sista termen i (69).

Ovanstaende argument ar kanske det tekniskt enklaste for att visa satsen, men
det ger ingen djupare insikt i varfor integralen faktiskt &r betingat konvergent. Har
foljer ett alternativt bevis som bygger pa observationen att integralen i satsen har
stora likheter med de summor som férekommer i Leibniz kriterium for alternerande
serier (Sats 8).

Alternativt bevis: Vi borjar med att notera att

N km

N _:
(72) SN = / 51233 dr = Z(_l)k—Ham dar ay = /
0

k=1 (k—1)m T

| sin x|

dx,

dér vi har anvént att sinz ar positiv pa [(k— 1)7, k7] om k &r udda och negativ om
k ar jamnt (se Figur 2). For att visa att foljden {sy}3¢_; konvergerar riacker det
enligt Leibniz kriterium {6r alternerande serier att visa att foljden |ay| dr avtagande.
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r: 2T RS 4 am

FIGUR 3. En uppskattning nedat av integralen av |f(z)].

Detta foljer latt genom ett variabelbyte, t = x + m:
(73)

km . (k+1)m | _ (+1)m |
ak:/ Mdm:/ Mdtz/ LU A
( F b

k—1)m €z I t—m ™ t

R ginx

Strangt taget har vi bara visat att lim dx existerar nar R antar varden

R—o0 [ x
km. FoOr att visa att grénsvérdet existerar nar R &r en godtycklig reell variabel,
récker det att observera att

(74) /R sina:dx:/l€7T sinxdx+/R Sinzdm,
0 T 0 €z kr L

dér k &ar det storsta heltalet med egenskapen att km < R. Den forsta termen
i hogerledet konvergerar enligt vad vi just visat, medan den andra gar mot noll

eftersom
Bsing
dx
km x

_ 1
cBobr om 1 0 4a R oo

™
(75) = kr — krn  k

" . : > |sinz . .
For att visa att integralen / dx divergerar noterar vi att
0 X
km+57/6 | o: 1
(76) / | sin x| dx > 2 E:#
k7r+7r/6 X (k + 1)7T 3 3(k + 1)

Hér har vi anvént att |sinz| > 1 pa alla intervall [k + 7 /6, km + 57 /6], oberoende
av k, och att z < (k+ 1)7 pa samma intervall, samt att intervallets langd ar 27/3.
Olikheten i (76) svarar i sjilva verket mot att vi har uppskattat integralen med
arean av motsvarande rektangel i Figur 3.

Intervallen Ij, = [km + n/6,km + 57/6], k = 0,1,... &r disjunkta och &r alla
innehallna i [0, co], vilket medfor att

> = =~ 1 Ny |
7 dz > >y ———=-Y - =
(77) /0 x—kz_;/,k x_l;)3(k+1) 325 =t

enligt Exempel 2, vilket visar pastaendet. O

sin sinx

xT
x

T
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8. OVNINGAR

8.1. Serier. Avgor om foljande serier konvergerar eller divergerar:

k+1
2k -1

2k 11

_— ) i(l—cos)
(_1)kln(1+%) f) i(l—&-k)

=
M8

ST
Mol
i)

(=1)*In(1 + k) e)

k=1 k=1 k=0
oS} 2 k 0 3 k . ) 4k
9 > k) k! h) Z(k) k! i) ZE
k=1 k=1 k=0
>~ cos kT n(k+1) —Ink =1
D 2Ty XTI ) Xam
o 1 o k k o 1
m) ,;2 (In(k!))2 n) kzzl <2k ¥ 1) o) kz::z k(In k)2

Svar: b, c, e, g, 1, j, k, m, n, o ar konvergenta, Gvriga divergentan.

8.2. Generaliserade integraler. Avgor om foljande generaliserade integraler kon-
vergerar eller divergerar:

b 341 ] 1 < g3
a) / Ldf b) / Mdz / T dx
o T+ a3+1 1 x? 1€
> d > In(z? +1 )
d) / R / (2" +1) 4, / -
1 -4 x—1 1 x _z COST

00 esinz _ | 1
- d h In(e/*+1)d —
9) /0 x\/x v ) /0 t (e + ) o /0 In(sin x)

Svar: a, b, ¢, g ar konvergenta, 6vriga divergenta.
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